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1. MMNL(Mixed MNL)とはなにか 

2. 近似：確率効用最大化(RUM)理論に従う離散
選択モデルの選択確率の近似解を得られる． 

3. 推定：シミュレーションによる推定手法 

4. 実験：車種選択問題への適用 
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• Mixed Multinomial Logit Model(MMNL)とは？ 

– 嗜好の異質性，系列相関などの制約を全て緩和したモデル． 

 

→MNLではβは全サンプルで一定の値をとる 

𝛽𝑛 ：サンプル𝑛について確率分布𝑓(𝛽) に従うパラメータ 
𝑥𝑛𝑗：サンプル𝑛，選択肢𝑗に関する特性変数ベクトル 

𝜀𝑛𝑗：IID(独立で同一な)ガンベル分布 

パラメータ𝛽が1つ選ばれて与えられたときの選択確率はロジット型であり 

・・・(1) 

・・・(2) 
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• 𝛽が確率的に分布する時，標準選択確率は 

 

 

 

• パラメータ𝛽を与える分布𝑓(𝛽)を推定することになる． 

– 一般的には分布の平均値，共分散を調べる． 

– 分布は正規分布，一様分布，ガンマ分布など様々 

– 適切な分布を用いて様々な効用最大化行動を表現可能 

• 積分が残るのでMNLのように簡単に推定できない 

– シミュレーションを用いる 

 

・・・(3) 
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• RUM（Rundam Utility Maximization）モデルとは，
個人の効用を確率変数として捉え，その効用
を最大化すると考えるモデル． 

–選択結果も確率的に（選択確率として）出る． 

• 効用関数は次のように書ける． 

または 

𝑛：選択者 
𝑗：選んだ選択肢 
𝛼：パラメータ 
𝑧：説明変数 

ここで 

𝑥，𝑑：説明変数の要素 
𝛽：確定項の係数 
𝜀：確率項の係数 

・・・(4) 

・・・(5) 
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• 選択肢𝑖の条件付き選択確率 

–パラメータ𝛼が与えられたとき，選択確率は0か1 

 

 

• 𝛼の確率分布を考慮すると選択確率は 

𝐼：条件を満たすとき1，その例外は0を取る 

・・・(7) 

・・・(6) 

RUMモデル中で確率項を考慮することでロジットモデル（ガンベ
ル分布），プロビットモデル（正規分布）などが導出される． 
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• MMNLは式(4)の確定項の一部をIID誤差項と考える 

– IID（independently and identifically，独立で同一な） 

– ガンベルに従う誤差項を確率分布から分離する 

– 平均値0で適宜設定する分布を持つ誤差項 

 
 

 

 

 

 

 

• スケールパラメータ𝜆を導入した選択確率 

＋IID誤差項 

・・・(9) 

𝜆を変化させて式(7)と式(9)を等価にしたい 

・・・(8) ´ 
𝑧′𝑛𝑗:𝑧𝑛𝑗からIID誤差項を分離した変数 
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• 例 
– 𝜆を小さくすると𝛼/𝜆は大きくなる 

– すると式(9)の𝑃𝑛𝑖は1か0に近づくので 

 

 

 

• (8)式は次式で表され，IID誤差項は確率に影響しない 

 

 
𝑈1(𝛼/𝜆)より𝑈2(𝛼/𝜆)が5大きい時，誤差による変化が±3とすると，選択結果は変
わりうる．λ を10倍した時両者の差は5になり，誤差によって選択結果は変わらず 

≒ 

＋IID誤差項 
𝛼𝑛

𝜆
 ・・・(10) 

ex)∫ 𝑒𝑎𝑥dx = (1/a) 𝑒𝑎𝑥+C 
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• つまりスケール𝜆を調整することで実質的に
RUMモデルとMMNLは等価なモデルになる 

 

• だが普通はあえてこの等価性を示すことは無く，
誤差項に分布系を仮定することががそのまま
RUMとの近似と考えることもある 

– RUMの効用にもIID誤差は存在するため 

–確定項と確率項を分離するのが難しいため 

–経験的にはスケールをIID誤差項の分散と考る 
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• Nested Logitとの近似 

– NLは，入れ子内の選択肢間にだけ相関がある 

– MMNLの効用を次のように書く 

 

 

 

 

–誤差項を次式で考えるとNLと似た階層構造になる 

 

 

 

 

 

𝛼：固定のパラメータ 
𝜇𝑛：サンプル𝑛のパラメータで平均値ゼロの確率項 
𝑥𝑛𝑗 , 𝑧𝑛𝑗：サンプル𝑛，選択肢𝑗に関する説明変数の値ベクトル 

𝜀𝑛𝑗：IID(独立で同一な)ガンベル分布 

𝑑jkは𝑗が入れ子内の時1， 

それ以外で0のダミー変数とする 
𝜇𝑛kは正規分布N(0, 𝜎𝑘)とする 

・・・(11) 

・・・(12) 
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• 式(4)に式(5)を代入 

 

 

 

• NLの効用関数 
–サンプル𝑛が入れ子𝐵𝑘内の選択肢𝑖を選ぶ 

𝑊𝑛𝑘：入れ子𝑘内で共通の属性（相関を表す項） 
𝑌𝑛𝑗：選択肢𝑗に固有の属性 

𝜀𝑛𝑗：IID(独立で同一な)ガンベル分布 

・・・(13) 

,  𝑗 ∈ 𝐵𝑘  ・・・(14) 

𝜇𝑛𝑘：正規分布の分散𝜎𝑘は𝑘ごとに決まる 
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• ロジットモデルのパラメータ推定方法 

–ロジットモデルの選択確率は 

𝑃𝑛𝑖 =
exp 𝑉𝑖𝑛

 exp 𝑉𝑖𝑛
𝐽
𝑗=1

, 𝑖 = 1, … , 𝐽 

–データの対数尤度は 

ln𝐿 =   𝑑𝑖𝑛

𝐽

𝑗=1

ln𝑃𝑛𝑖

𝑁

𝑛=1

 

– これを最大化するようにパラメータを計算する． 

• 未知パラメータで微分して極値0として連立方程式を解く 

・・・(15) 

・・・(16) 
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• しかしプロビットモデルやMMNLのように選択確率に
積分が残されている場合は計算が困難 

 

 

 

 

• シミュレーションにより近似的に選択確率を求める 

– 繰り返し計算結果を平均したものとして求める 

– 求めた確率からパラメータを推定する 

– シミュレーション最尤推定法という 

MMNLの選択確率（再掲） 

・・・(3) 
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1. 𝑓 𝛽|𝜃 から𝛽をR回抽出する．(𝛽𝑟，𝑟 = 1. . . R) 

–  𝑓 𝛽|𝜃 ：パラメータ密度関数 

– 𝜃：𝑓の分散や平均を表すパラメータ 

2. 𝛽𝑟を用いて𝐿𝑛𝑖(𝛽)をR回繰り返し計算する． 

3. 𝐿𝑛𝑖(𝛽)の平均値𝑃 𝑛𝑖 =
1

𝑅
 𝐿𝑛𝑖(𝛽

𝑟)𝑅
𝑟=1 …(16)を求める 

4. シミュレーション対数尤度（SLL）は次式で表される 

SLL =   𝑑𝑛𝑗

𝐽

𝑗=1

ln𝑃 𝑛𝑖

𝑁

𝑛=1

 

– 𝑑𝑖𝑛：選択者nが選択肢jを選ぶとき1，それ以外は0 

– これを最大化するθ の値を推定する． 

– 計算回数はR×J×Nになると考えられる 

・・・(17) 
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• ここで𝑃 𝑛𝑖は𝑃𝑛𝑖の不偏推定量であるが， l𝑛𝑃 𝑛𝑖

はln𝑃𝑛𝑖 の不偏推定量ではない． 

–偏り：推定する量（分布）と異なる平均値を持つ統
計量（分布）を推定量（分布）として用いてしまう事 

 

• l𝑛𝑃 𝑛𝑖の偏りはドロー回数（抽出回数R）を増や
すほど減っていく．そのためドロー回数は偏り
を減らすような条件を満たす数となる． 

• ここでドロー（抽出）手法にも何種類かある． 
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• ランダムドロー法 

– 正規分布や一様分布から変数を抽出する 

– 独立かつランダムにドローする 

– カバー範囲が狭くなる，多くのドロー回数が必要 

 

• ハルトンシークエンス法（ハルトン数列） 

– 一連のドローが負の相関を持つ素数を用いたアルゴリズム 

– ベースとなる素数を選び，(0,1)区間をその数に分割すること
を繰り返す． 

– 1/3，2/3，1/9，4/9，7/9，2/9，5/9，8/9 

– 広範囲を早くカバーできる優れた準乱数を発生する． 
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• サンプルサイズN，ドロー回数Rとする 

– ドロー回数とは，サンプル1個あたりの繰り返し計
算数 

• RはNによらない固定値とすると，l𝑛𝑃 𝑛𝑖が不連
続になってしまう． 

• MSLEがMLE（最尤推定法）と漸近的に等価に

なる条件は， 𝑁 < Rである． 
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• 6肢車種選択(サンプル数4654)にMMNLを適用 

– Sports utility vehicle, Sports car, Station wagon, Truck, 
Van, EV 

• 確定項を21，確率項を4種入れてMLSEで推定 

• これを同一の確定項だけを入れたMNLモデルと比較 

 

 

 

 

• 初期尤度は等しいので尤度比は最終尤度が大きい方
（＝MMNL）が高くなる→説明力が高い 

MMNL MNL 

確定項 21種 21種 

確率項 4種 なし 

最終尤度 -7375.34 -7391.83 
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• MNLにmixingの妥当性を判定するための人工変数を
適当に12種類追加する． 
– 人工変数は次の式で定義される．𝑡は選択肢

𝑖の属性ベクトル𝑥𝑖中の要素，Cは選択肢集合とする． 

 

 

• この変数が有意であれば，選択要素𝑡はmixingを持つ

と考えられる（mixingがないという帰無仮説を棄却す
る）． 

– ただし変数の独立性が無く，非観測属性間にも相関がある
と考えられるためmixingがあることを必ずしも保証するわけ
ではない． 

 

 

 

 

 

 

 

・・・(18) 

L：MNLの選択確率 
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• 尤度比は上昇し，6種類の変数がT＞１．つまり
mixingが生じていると考えられる．これを確率

項としてMMNLに導入して再び推定する． 

 

人工変数 パラメータ 標準誤差 t値 
Price/log(income) 0.0019 0.0927 0.02 
Range -0.0349 0.0551 -0.63 
Acceleration -1.3728 2.1388 -0.64 
Top speed -0.2071 0.6383 -0.32 
Pollution 0.0977 0.6764 0.14 
Size 21.5773 9.5 2.27* 
"Big enough" 0.2837 0.3832 0.74 
Luggage space 3.8731 3.4638 1.12* 
Operating cost 4.2245 0.8369 5.05* 
Station 
availability 

0.6741 0.3781 1.78* 

EV 2.3476 0.5704 4.12* 
CNG 1.2364 0.4798 2.58* 

最終尤度 -7356.61 *は|T|>1の変数 
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• 確定項は同じなので省略する．推定結果は以下． 

 
 

 

 

 

 

• 確率項のパラメータから相関はあると考えられる 

 

 
 

 

 

• 尤度を比較すると高くなることがわかる 

– Mixingは有効と考えられる． 

MMNL MNL 改良MMNL 

確定項 21種 21種 21種 

確率項 4種 なし 6種 

最終尤度 -7375.34 -7391.83 -7358.93 
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• 2節で述べたようにMLSEで推定すると標準誤
差にシミュレーションノイズが影響してしまう 

–繰り返し計算回数が増えると一般的に誤差は減る 

– しかし普通の誤差Δ𝑁（𝜃𝑁）では誤差が増えてしまう 

 

• Newey & McFadden(1994)で提案された，
Robustな共分散行列の推定値を用いる 

 

 

 

・・・(19) 
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• 50回→250回で通常
(Asymptotic)の誤差は
増えているが，共分散
行列の推定値(Robust)
は全部減っている． 

 

• 共分散行列の推定値
で誤差を表現するの
は有効である． 
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• MMNLという概念についての解説を行った 

• MMNLの普遍的な近似性を示した 

• 推定手法であるMLSEを解説した 

• MMNLを用いる妥当性を示した 

• 実データを用いた実験から有効性を示した 
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