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1. 概要

目的

非対称交通量配分問題の変分不等式計算のための

収束するSimplicial Decompositionアルゴリズムを紹介

・

・費用関数に基づいた最短経路ツリーの作成と，単純な凸制約の条件下に

ある変分不等式の解の計算を繰り返し行う．

→ Frank-Wolfe 法を非対称問題に一般化したもの

・dropping flow pattern を採用．
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1. 概要

目的

非対称交通量配分問題の変分不等式計算のための

収束するSimplicial Decompositionアルゴリズムを紹介

・

・費用関数に基づいた最短経路ツリーの作成と，単純な凸制約の条件下に

ある変分不等式の解の計算を繰り返し行う．

→ Frank-Wolfe 法を非対称問題に一般化したもの

・dropping flow pattern を採用．

・確率的利用者均衡配分(SUE)の解法の一つ

【特徴】
経路交通量を未知数とする
Logit型SUE配分専用
収束が早い
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𝑥1, 𝑥2 を結ぶ線上の任意の
点が同一集合内にある



(参考) Frank-Wolfe法その１

•数理的最適化問題を解く際のアルゴリズム

仮定：関数𝑓: Κ→ℝの勾配∇𝑓(𝑥)が計算できる (Κ:凸集合)

Κ上での線形最適化問題arg𝑚𝑖𝑛𝑥∈Κ 𝒙 ∙ 𝒈が解ける

𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒 𝒙0 ∈ Κ

𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1,2, …

𝒔𝑘 = arg𝑚𝑖𝑛𝑥∈Κ 𝒔 ∙ 𝜵𝑓(𝒙𝑘)

𝛾𝑘 =
2

2+𝑘
or     𝛾𝑘 = arg𝑚𝑖𝑛𝛾∈[0,1] 𝑓 𝒙𝑘 + 𝛾(𝒔𝑘 − 𝒙𝑘)

𝒙𝑘+1 = 1 − 𝛾𝑘 𝒙𝑘 + 𝛾𝑘𝒔𝑘

end for

収束するまで
繰り返す

𝒙0を初期化

arg𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥): f(x)を最小にするxの集合

𝛾𝑘: ステップ幅

𝒔𝑘は勾配降下方向でΚの端にいる
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(参考) Frank-Wolfe法その２

簡単に言うと・・・

𝑥𝑘ごとにステップ幅と降下方向ベクトルを

定めて，解が収束するまで繰り返す．

→ 𝜵𝑓(𝒙) ≤ 𝜅 (𝜅は微小な定数)

となったら終わり．
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2. 背景と既往研究

Hohenbalken, V. (1977) Smith (1983b)

対称問題の凸集合プログラミング計算
のための列生成メソッド

Leventhal et al. (1973)

Cantor & Gerla (1974)

Simplicial Decomposition

=

凸集合のプログラミング計算
のためのSimplicialストラテジー

Holloway (1974)

Hohenbalken (1975, 1977)

Sacher (1980)

Bertsekas & Gafni (1982)

Pang & Yu (1982)
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このへんを踏まえて
非対称問題に適用



・利用者均衡配分は変分不等式問題𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 で表せる

𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 = 𝐶 𝑥∗ 𝑥 − 𝑥∗ ≥ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑺

𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 = 𝑨′𝐶(𝑨𝝀∗)(𝜆 − 𝜆∗) ≥ 0 ∀𝜆 ∈ 𝜦

下の式のアルゴリズム(SDVI)を考える

前提条件: 許容差𝛿と，𝜀𝑡 > 𝜀𝑡+1 > 0かつ𝑡 → ∞のとき𝜀𝑡 → 0

となる 𝜀𝑡 を仮定する．

𝑺 ⊂ ℝ𝒏

(𝒏はネットワーク上の弧の数)

を満たす𝑥∗を求める
𝑪 𝒙 :𝑺 ⊂ ℝ𝒏 → ℝ𝒏 で， ∀𝑥1 ≠ 𝑥2 において

𝐶 𝑥1 − 𝐶 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2 > 0を満たす連続関数を考える

を満たす𝜆∗を求める

𝑨は 𝑛 × 𝑚行列

(𝒎はextreme flow

patternsの数)

𝜦 = 

𝑖−1

𝑚

𝜆𝑖 = 1, 𝜆𝑖 ≥ 0

Variational Inequality
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3. アルゴリズムの紹介

Smith (1979) の方法



𝑎1を凸集合Sの極点とする．

𝐴1 = 𝑎1 , ҧ𝐺1 = ∞, 𝑡 = 1 と定義する． ( ҧ𝐺: ギャップ)

Step.0

∀𝑥 ∈ 𝐻 𝐴𝑡 , 𝐶 𝑥′ 𝑥 − 𝑥′ ≥ −𝜀𝑡 を満たす𝑥𝑡 ∈ 𝐻(𝐴𝑡)を求める．

ここで， 𝐻(𝐴𝑡)は𝐴𝑡の列の凸包である．

Step.1

与えられた点をすべて包含する最小の凸多角形(or凸多面体)のこと

・ 𝐺 𝑥𝑡 ≜ 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 = 0のとき，終わり．

・ 𝐺 𝑥𝑡 ≥ ҧ𝐺𝑡 − 𝛿 のとき，𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 ∪ 𝑦𝑡

・ 𝐺 𝑥𝑡 < ҧ𝐺𝑡 − 𝛿 のとき，𝐴𝑡+1 =
𝐴𝑡

𝐷𝑡
∪ 𝑦𝑡

ҧ𝐺𝑡+1 = 𝑚𝑖𝑛 ҧ𝐺𝑡, 𝐺(𝑥) とし，tを増やしていく．

Step.2

Step.1

𝑫𝒕は𝒙𝒕の重みゼロのときの𝑨𝒕の列とする

S

に戻る！
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3. アルゴリズムの紹介

𝐺(𝑥𝑡)：ギャップ関数



・もし

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆, 𝐶 𝑥1 − 𝐶 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2 ≥ 𝛼 𝑥1 − 𝑥2
2

を満たす𝛼 > 0が存在し， ො𝑥 が𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 の解であるとき，

𝛼 𝑥𝑡 − ො𝑥 2 ≤ 𝐶 𝑥𝑡 − 𝐶 ො𝑥 (𝑥𝑡 − ො𝑥)

= 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − ො𝑥 − 𝐶 ො𝑥 (𝑥𝑡 − ො𝑥)

≤ 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − ො𝑥

≤ 𝑚𝑎𝑥ห𝑤∈𝐻 𝐴𝑡 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − ො𝑥

≤ 𝜀𝑡

∴ 𝑥𝑡 − ො𝑥 2 ≤
𝜀𝑡
𝛼

よって， 𝑥𝑡が ො𝑥の近くにあると保証するために𝜀𝑡が用いられる．
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3. アルゴリズムの紹介



前提条件

・ギャップ関数𝐺 𝑥𝑡 が0になるまでの繰り返しを「大回り」

と呼ぶ．

・まず，[T: 大回りの添え字集合]と定義する．

・もしk回で繰り返しが終わる場合， 𝑥𝑘は𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 の解である．

また，𝑘 ∈ 𝑇である．

→よって，アルゴリズムは解き終わると大回りの解を出力する．

・また，アルゴリズムは数列 𝑥𝑡 を出力し，全ての 𝑥𝑡 𝑡∈𝑇が解に収束する

ことを証明する．

・パラメータ𝛿は最終的に列が消去されなくなることを保証し，これが収束

の証明を導く．

𝑇 = 𝑡: 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 < ҧ𝐺 ; 𝑡 = 1,2,3, …

major iteration

∵ 𝐶 𝑥𝑘 𝑥𝑘 − 𝑦𝑘 = 0 < 𝑚𝑖𝑛 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 ; 𝑡 < 𝑘

かつ ∀𝑡 < 𝑘, 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 > 0
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4. 収束することの証明



証明

𝑥𝑡 ∈ 𝑺, ∀𝑡 ∈ 𝑇で， 𝑺がコンパクトなので， 𝑇 ⊆ 𝑇で収束する

列 𝑥𝑡 𝑡∈ 𝑇が必ず存在する．また𝑥∗は列 𝑥𝑡 𝑡∈𝑇の極限点とする．

ギャップ関数𝐺(𝑥)が𝑺上の正の連続関数なので，

∀𝑡 ∈ 𝑇, 𝑡 > 𝐾 𝐺 𝑥𝑡 − 𝐺 𝑥∗ < 𝛿

を満たす整数𝐾が存在する．

数列 𝐺(𝑥𝑡) 𝑡∈𝑇の単調性から，次のことが言える．

(i)  ∀𝑡 ∈ 𝑇, 𝑡 > 𝐾 𝐺(𝑥𝑡) − 𝐺(𝑥∗) < 𝛿

(ii)  𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑇 ȁ𝑡2 > 𝑡1 > 𝑘, 𝐺(𝑥𝑡1) − 𝐺(𝑥𝑡2) < 𝐺(𝑥𝑡1) −
𝐺(𝑥∗) < 𝛿

(iii) 𝑡 ∈ 𝑇 ห𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2, 𝐺(𝑥
𝑡1) − 𝐺(𝑥𝑡) < 𝐺(𝑥𝑡1) − 𝐺(𝑥𝑡2) < 𝛿

(ii),(iii)と，𝑡 ∉ 𝑇の繰り返しにおいて列消去がないことより．

K回目の繰り返しの後に列消去がなく，集合𝐴𝑇の数列で，

𝑡 > 𝑘は単調増加数列であるといえる．

定理アルゴリズムが無限の数列 𝑥𝑡 を出力し，𝑇が無限の集合で
あるとき，𝑇の任意の列が𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 の収束する解である．

𝑺が有限の極点を持っていることから，数列 𝐴𝑡 𝑡<𝑘がある集合

መ𝐴に収束する．即ち𝐴𝑡 = መ𝐴, ∀𝑡 > 𝑘を満たす整数𝑘が存在する．

ここで，step.1 より

∀𝑡, 𝐶 𝑥𝑡 𝑥 − 𝑥𝑡 ≥ −𝜀𝑡

しかし，𝑡 > 𝑘で𝐴𝑡 = መ𝐴より，𝑦𝑡は

𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 = 𝑚𝑎𝑥ห𝑤∈𝐻 𝐴𝑡 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − ො𝑥

を満たす መ𝐴(= 𝐴𝑡)の要素となる．

従って，∀𝑡 > 𝑘で，

𝐺 𝑥𝑡 = 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 = 𝑚𝑎𝑥ห𝑤∈𝐻 𝐴𝑡 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − ො𝑥 ≤ 𝜀𝑡

𝜀𝑡は0に収束するので，
lim
𝑡∈ 𝑇

𝐺 𝑥𝑡 = 0 = 𝐺(𝑥∗)

よって，𝑥∗は𝑉𝐼 𝐶, 𝑆 の収束する解である．∎

step.1
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4. 収束することの証明



(1)このアルゴリズムは射影法，ユーザー定義関数の最適化，
線形近似法の考え方を含んでいる．

(2)アルゴリズムのstep.2の下位問題は，Frank-Wolfeと
Cantor-Gerla法の最短経路探索法と似ている．

(3)ギャップ関数は部分問題を解くときの副産物であり，

終了条件をつくる．
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5. アルゴリズムの考察



・その前に…

証明段階では𝜀𝑡 →0 と，終了条件として 𝐺 𝑥𝑡 = 0を仮定したが，

計算過程では𝜀の解を求める方が実用的である．そこで

𝜀𝑡 = 10−4 + Τ5 × 10−4 𝑡 , 𝛿 = 10−4

とする．

さらに，アルゴリズムは相対的なギャップ

Τ𝐶(𝑥𝑡)(𝑥𝑡 − 𝑦𝑡) 𝐶(𝑥𝑡)𝑦𝑡

が10−4 より小さいときに終了する．

今回の計算テストでは射影法で解くので，アルゴリズムは次のよう
に表せる．
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6. 計算結果



𝑎1を凸集合Sの極点とする．

𝐴1 = 𝑎1 , ҧ𝐺1 = ∞, 𝑡 = 1 と定義する． ( ҧ𝐺: ギャップ)

Step.0

∀𝑥 ∈ 𝐻 𝐴𝑡 , 𝐶 𝑥′ 𝑥 − 𝑥′ ≥ −𝜀𝑡 を満たす𝑥𝑡 ∈ 𝐻(𝐴𝑡)を求める．

ここで， 𝐻(𝐴𝑡)は𝐴𝑡の列の凸包である．

Step.1

・ 𝐺 𝑥𝑡 ≜ 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 = 0のとき，終わり．

・ 𝐺 𝑥𝑡 ≥ ҧ𝐺𝑡 − 𝛿 のとき，𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 ∪ 𝑦𝑡

・ 𝐺 𝑥𝑡 < ҧ𝐺𝑡 − 𝛿 のとき，𝐴𝑡+1 =
𝐴𝑡

𝐷𝑡
∪ 𝑦𝑡

ҧ𝐺𝑡+1 = 𝑚𝑖𝑛 ҧ𝐺𝑡, 𝐺(𝑥) とし，tを増やしていく．

Step.2

Step.1 に戻る！

証明
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6. 計算結果



𝑎1を凸集合Sの極点とする．

𝐴1 = 𝑎1 , ҧ𝐺1 = ∞, 𝑡 = 1 と定義する． ( ҧ𝐺: ギャップ)

Step.0

・ 𝐺 𝑥𝑡 ≜ 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 = 0のとき，終わり．

・ 𝐺 𝑥𝑡 ≥ ҧ𝐺𝑡 − 𝛿 のとき，𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 ∪ 𝑦𝑡

・ 𝐺 𝑥𝑡 < ҧ𝐺𝑡 − 𝛿 のとき，𝐴𝑡+1 =
𝐴𝑡

𝐷𝑡
∪ 𝑦𝑡

ҧ𝐺𝑡+1 = 𝑚𝑖𝑛 ҧ𝐺𝑡, 𝐺(𝑥) とし，tを増やしていく．

Step.2

に戻る！
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6. 計算結果

(1) 𝑤0 ∈ 𝐻(𝐴𝑡)を選び，k=0とする．

(2) 𝑤𝑘+1を𝐻(𝐴𝑡)上の 𝑤𝑘 − 𝛼𝑀−1𝐶(𝑤𝑘) の射影とする．

(3) ①𝐶 𝑤𝑘+1 𝑥 − 𝑤𝑘+1 ≥ −𝜀𝑡 , ∀𝑥 ∈ 𝐻 𝐴𝑡 のとき， へ進む．

このとき，𝑥𝑡 = 𝑤𝑘+1, 𝐷𝑡はStep.1と同様に定義する．

②それ以外の場合，𝑘 = 𝑘 + 1として(2)へ戻る．

Step.1’

計算

Step.1’

Step.2

実計算では𝜆を考慮
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6. 計算結果

・その前に…(part.2)

変分不等式の射影アルゴリズムが初めて交通量配分問題に使われた

のはDafermos (1980)．その次はBertsekas & Gafni (1982)である．

Step.1’ で変数𝜆 を簡単に使いたいならBertsekas & Gafni (1982)を

使う．

→この方法において与えられた発地からのフローを”Commodity”と

呼び，この方法を”Commodity射影法”呼ぶことにする．

→ Simplicial Decomposition と Commodity射影法を比較する．



・Commodity射影法

→ 1回の繰り返しごと，1つのCommodityごとに1回射影を行う．

各Commodity iに対して，𝑎𝑖
1を𝑆𝑖の極点とする．

𝑥𝑖
0 = 𝑎𝑖

1, 𝑥0 = σ𝑖 𝑥𝑖
0 , 𝐴𝑖 = 𝑎𝑖 , 𝑡 = 1とする．

Step.0

各Commodity iに対して， 𝑥𝑖
𝑡 を計算し， 𝑥𝑖

𝑡−1 − 𝛼𝑀−1𝐶(𝑥𝑡−1) と
して𝐻(𝐴𝑖

𝑡)に射影する．

また，𝑥𝑡 = σ𝑖 𝑥𝑖
𝑡 とする．

Step.1

各Commodity iに対して， 𝐶 𝑥𝑡 𝑦𝑖
𝑡 = 𝑚𝑖𝑛 𝐶 𝑥𝑡 𝑦𝑖

𝑡 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑆𝑖 を解く．

また，𝑦𝑡 = σ𝑖 𝑦𝑖
𝑡 とおく．

・ 𝐺 𝑥𝑡 = 𝐶 𝑥𝑡 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡 = 0なら終わり．

・それ以外の場合， 𝐴𝑖
𝑡+1 = 𝐴𝑖

𝑡 ∪ 𝑦𝑖
𝑡として，Step.1  に戻る．

Step.2

Step.1
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・今回は４つの問題を考える．

はじめの３つの問題(ND1～ND3)は右の

ネットワークについてアルゴリズムを

解いていく．

２つの方法での解を出すまでの繰り返し

回数を比較

𝛼と𝑀の値は試行錯誤して定めた．

(その値は次ページからの表を参照．)
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・ND1

𝑝1: フローパターン数

𝑝2: 射影の回数

同じ繰り返し回数：

相対的なギャップを使うと

ギャップ関数より正確．
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・ND2

しかし”Time”列を比べると，

Com の方が多い．

→20個の経路ツリーを作る

より83回射影する方が

時間がかかる！

Sim Com

経路ツリー数 6 26

射影回数 109 26>

<
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・ND3

ND2と同様のことが言える．
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・問題４

412 = 16,777,216パターン
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・パターン数が多い場合でもND2,ND3と同様のことが言える．
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・結論

非対称交通量配分問題の変分不等式計算において，従来の方法

(Commodity射影法)と本論文で提案しているSimplicial 

Decompositionのアルゴリズムをそれぞれ用いて計算し比較した

結果，ネットワークの複雑さ，つまりフローのパターン数の大小

にかかわらず，Simplicial Decompositionの方が短い時間で最適

解を得ることができる．
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