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Discrete choice process

各時点で有限の選択肢の中から選ぶような⾏動を記述する確率過程
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離散選択過程（Discrete choice process）とは

本論⽂の⽬的
離散選択過程の定式化/推定に関する研究成果を紹介し，交通分野にどのように適⽤で
きるのかを⽰す

※論⽂発表は1988年．それまでの結果をまとめたものとなる．

「今までの研究成果をまとめた」という体の論⽂なので，普通の論⽂とはちょっと勝
⼿が違うかもしれません．
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• 構造モデルに関するトピックについて，Rustの研究成果を中⼼に説明
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論⽂全体として量が多いので，内容を絞って

l 構造モデルと誘導モデルの違いを理解する

l 構造推定に使われる計算⼿法をつかむ

ことを⽬標として，発表を⾏いたいと思います．



1. Introduction
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構造モデルと誘導モデル

l確率過程のパラメータが，動学最適化の解として求まるもの

l「確率過程のパラメータ」と「エージェントの⽬的関数のパラメータ」を別々に推
定する
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構造モデル（Structural model）とは



構造モデルと誘導モデル

l確率過程のパラメータを，背景にある最適化問題から明⽰的に導出しない⽅法

l「確率過程のパラメータ」と「エージェントの⽬的関数のパラメータ」を分離せず，
結合して扱う．
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誘導モデル（Reduced-form model）とは



誘導モデルのメリット・デメリット

l複雑な情報を少数のパラメータに集約して扱うことができる．

l推定に⽐較的便利で，データの相互関係を正確に反映できる関数形を指定できる．
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メリット

デメリット

l 政策による影響を正しく⾒積もれないことがある．

• 政策が変わることで「確率過程のパラメータ」が変更される．
それにより，誘導モデルのパラメータも変更されるから．



構造モデルのメリット・デメリット

l構造を推定することで，政策の変化に対応したパラメータを得ることができる
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メリット

デメリット

l 閉形式の解を得るのが難しい

• 閉形式の解が得られるのは極めて厳しい仮定をしたときのみで，それなら誘導モデルを使った
ほうがいい

l データと⽭盾するような関係式を事前に構築してしまうと，データ同⼠の関係がわから
なくなり，誤った推定をしてしまう．



2. Reduced-Form models
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⼀般論における⽂字設定
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最尤法による推定
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最尤推定量 は以下の式により定義される．

また，条件付き分布 すなわち，

の形を事前に指定した上で，条件付き尤度

の最⼤化を⽬指すこともある．



具体例1：ベルヌーイ過程

説明変数がなく，2つの選択肢から選択する（つまり， ）ような状況
を考える．パラメータを とする．このとき，
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このときのパラメータ𝜃は選択確率を表しているが，この選択の背景にあるメカニズ
ムは全く無視されてしまっている．

→状況が変わってしまうと，パラメータ𝜃の値は変わってしまうので，政策の変更に
対応できない



具体例1：ベルヌーイ過程

説明変数がなく，2つの選択肢から選択する（つまり， ）ような状況
を考える．パラメータを とする．このとき，
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ここから最尤推定を⾏うと，

複数⼈の場合でも，全員が同じパラメータで⾏動すると考えれば，



具体例1：ベルヌーイ過程
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「複数⼈の場合でも，全員が同じパラメータで⾏動すると考えれば」←そんなわけない

➪異質性の考慮のため，選択確率 𝑝がある確率分布 𝒉(𝒑 ; 𝜽)に従う確率変数と考える

このときの尤度関数は，

𝑝は確率的に分布するので，期待値を出すことで尤度関数としている．

例えば，分布としてベータ分布

を仮定すると，尤度関数は，



具体例2：多項過程

lベルヌーイ過程の選択肢をN個にしたver.

l選択肢は でパラメータは

lそして， とする．

l先程と同じように，それぞれの確率が分布𝒉(𝒑 ;𝜽)に従うとする．この分布として，
ベータ分布を拡張した，Dirichlet分布を⽤いる．

先程と同じような計算をすることで，尤度関数の式が得られる．
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単純な⼆項過程・多項過程の失敗

l ⼆項過程・多項過程を⽤いた推定はいずれもあまり良い結果が出ていない．
(Frank(1962), Bass and Wright(1980)など)

lこれは

1. 選択⾏動はもっと複雑な枠組みが必要であること

2. 選択⾏動には時間的な関連があること（繰り返しの購買など）

を⽰唆している．

l⾏動選択に時間的な関連を⼊れ込む⽅法を，ここから2つ紹介する．
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対策①：Conditional multinominal logit model

l先程の多項過程を，時間に関する説明変数を⼊れ込めるように拡張し，尤度関数を
以下のように定めたもの．

l 𝑢の式は説明変数とパラメータの線形和とする事が多い

l時間ごとに変わる変数を⽤いて作ったモデルであり，選択肢同⼠の直接的な関連を
表現するものではない．
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対策②：Markov chains

l 未来の挙動が現在の値だけで決定される確率過程

l最もシンプルなものは，以下のような形（時刻𝑡と𝑡 + 1の⾏動の間に関連がある）

l マルコフ連鎖の場合，異質性を考慮するのはより⼤変になる

• 推定するべき遷移確率が⾏列の形になるため，個⼈ごとの遷移⾏列の推定，も
しくは遷移⾏列の分布の推定が必要になる
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マルコフ連鎖における異質性の考慮

l 遷移確率𝑝!"を説明変数𝑥を⽤いた関数として表す．

l例えば，Manski and Sherman(1981) やBerkovec and Rust(1985) では，⾃動⾞保
有モデルにおいて，以下のような説明変数を加えたところ，係数が⼤きな正の数と
なり，尤度が上昇したことを確認した．

：t期に⾃動⾞を保有していたか否かを表す2値データ

l ⾞を保有している⼈は保有したままで，保有していない⼈は保有していないままで
いる傾向があると考えるともっともらしい．

Statistical models of discrete choice processes 19



3. Structual models
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構造モデルについて
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l確率過程のパラメータが，動学最適化の解として求まるもの

l「確率過程のパラメータ」と「エージェントの⽬的関数のパラメータ」を別々に推
定する

構造モデル（Structural model）とは（再掲）



まずは具体例

l 「バスのエンジンを交換するのに適切な時期はいつか？」という問題を動的計画法の枠組
みとして解くことを考える．

l ざっくりいうと，

• 毎期，バスのエンジンを通常メンテナンスで済ますか，交換するかを選択する

• バスエンジンのメンテナンスコストは，⻑く使えば使うほど増えていくはずである．

• しかしバスのエンジンを買い換えるのにも費⽤がかかる

→このような状況の中で，いつエンジンを買い換えるのがよいか？
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⽂字設定と仮定
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⽂字設定

仮定
l 𝑐(𝑥#, 𝜃$)は単調増加で，微分可能な関数

l 𝑡期の⾛⾏距離(𝑥#のことではない)はパラメータ𝜃%の指数分布に従う．



価値関数の定式化
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期間𝑡に得られる効⽤を𝑢#とすると，

であり，価値関数は，

ただし，𝑓"は𝑖#の値を決める⽅策を表す関数で，

となる．Πは⽅策集合で，

この𝜽𝟏が「⽬的関数のパラメータ」

交換コスト

メンテナンスコスト

将来まで考えたときの効⽤の和



⾛⾏距離の分布
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「𝑡期の⾛⾏距離(𝑥#ではない！)はパラメータ𝜃%の指数分布に従う」という仮定から
，⾛⾏距離の確率密度関数は以下のようになる．

この𝜽𝟐が「確率過程のパラメータ」

メンテナンスで済ませた

交換を⾏った



Bellmanʼs equationの利⽤
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Bellman⽅程式より，以下の式が成り⽴つ

ただし，

以上のことを⽤いると，最適⽅策がわかる（詳細はRust(1985a)を参照）

ただし，𝛾は以下の式の解である．

今期の効⽤ 次期の価値関数の期待値

次期の価値関数 次期状態の確率分布



パラメータの決定⼿法
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l 観測できるデータは𝑀台のバスの「𝑡期に⾛った距離」「𝑡期にエンジンを⼊れ替え
たか否か」である．つまり，

lさらに， 5𝑃 − 𝑃と𝛽に関しては観測可能とする．これで未知パラメータは(𝜃$, 𝜃%)の
みのなった．

l最尤法によりパラメータを求める．そのため，まず1台のバスに注⽬して，
を求める．

l 𝑗番⽬のエンジンの寿命を𝑇"とおく．このとき，各値は以下の表のように関連して
いる．

交換



パラメータの決定⼿法
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lこのとき，𝑇" − 1はパラメータ𝜃%𝛾のポアソン過程となる（詳細はRust(1985b)）．

lこれを⽤いて， を求める．
まず，1個⽬のエンジンを交換するまでの分布，すなわち

を知りたい．さらにこれを，

と分割して，それぞれ求める．

エンジンの寿命がtとなる確率



パラメータの決定⼿法

Statistical models of discrete choice processes 29

l は，𝑇$でエンジンの交換を⾏ったことを表しているので．

lまた，⾛⾏距離は指数分布に従うことから，

l以上より，1個⽬のエンジンを交換するまでの尤度は，

0,0,…,0,1となっている

必要なのは総⾛⾏距離だけ！



パラメータの決定⼿法
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lよって，期間𝑇まで考えると，同時分布は，

lこれは1台のバスのみのデータなので，𝑀台のバスに関してこれをかけてあげるこ
とで，尤度関数を得る．

最後に交換をした

最後に交換をしなかった
1〜T_Nの間で交換をしなかった



パラメータの決定⼿法

Statistical models of discrete choice processes 31

lこの式は(𝜃$, 𝜃%)の関数だが，𝜃$は𝛾という形で間接的にしか登場していない．
→ まず𝛾と𝜃%を最尤推定し，そこから𝜃$を

を⽤いて求める．例えば，𝑐 𝑦, 𝜃$ = 𝜃$𝑦とおくと，



構造モデルの確認
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構造モデルは，誘導モデルと違い，

l 効⽤関数，遷移確率といったプリミティブな部分のパラメータを推定している．

l尤度関数が{𝑖#, 𝑥#}の確率密度から得られる

といった特徴があることが確認できた．



閉形式解の限界
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解が初等関数の計算だけで求まるもの．

閉形式解（Closed-form solution）とは

今回の例では閉形式の解を求めることができた．しかし，実際に閉形式の解が得ら
れることは極めて少ない．

また，閉形式の解が得られた場合というのは，往々にして

l閉形式の解を得るための恣意的な数学的仮定が置かれる

l閉形式の解を得るために問題を過度に単純化している

といったことが⾏われているため，モデルのちょっとした変更に対応できなくなっ
てしまう．



閉形式解の限界
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今回の例でも

l閉形式の解を得るための恣意的な数学的仮定が置かれる

l閉形式の解を得るために問題を過度に単純化している

といったことが⾏われている．

例えば，

l 「𝑡期の⾛⾏距離(𝑥#のことではない)はパラメータ𝜃%の指数分布に従う．」という仮定
から，⾛⾏距離の平均と標準偏差が等しくなることが求められるが，実際にはそのよ
うなことは起こっていない．（恣意的な数学的仮定）

l交換するかの判断基準が𝑥#という1つの指標でしか評価されていない．実際には他にも
様々な変数が有り，それに基づいて総合的に判断をしているはず．（過度な単純化）



誤差項の導⼊
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⾮観測変数の存在を考慮するために，誤差項を導⼊する．

このようにすることで，エージェントが最適解から離れた⾏動をすることを許容で
きる．



最尤推定アルゴリズム
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Rust(1987a)は

l解が閉形式とならない

l誤差項を含む

場合の最尤推定アルゴリズムを開発した．それについて解説する．



問題の定式化
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⽂字設定



問題の定式化
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定式化 価値関数は，先ほどと同じようにして，以下のようになる．

Bellman⽅程式より，𝑉(は以下の式の解となる．

よって，⽅策については以下の式が成り⽴つ．

誤差項の混⼊がさっきとの違い

ただし，



条件付き独⽴性の仮定（CI）

Statistical models of discrete choice processes 39

問題を簡単にするために，以下のような仮定を導⼊する．

仮定の解釈

1. 𝑥#)$は𝜖#)$の⼗分統計量である．
（＝𝜖#と𝜖#)$の関係性は，𝑥#)$と 𝜖#)$の関係性を考えることで⼀緒に伝わる）

2. 𝑥#)$は𝑥#には依存しているが，𝜖#には依存していない

関係性のイメージ図



条件付き独⽴性の仮定
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条件付き独⽴性の仮定をおいたことにより，以下の定理が成り⽴つ（詳細はRust(1987a)）

定理1

条件付き独⽴の仮定が成り⽴つとする．このとき，

と𝐺を定めると，各⾏動の選択確率は，

ただし，𝐺!は𝐺の𝑢(𝑥, 𝑖, 𝜃$)に関する偏微分を表す．

そしてこのとき，𝐸𝑉(は以下の式を満たす．



定理1の解釈
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静的な問題と同じやり⽅で動的な問題が解けるようになるのがポイント．

例えば𝑞の分布として，多変量ガンベル分布を仮定する．

このとき，𝐺は

となり，選択確率は，

このとき，𝐸𝑉(は以下の式の解となる．

→𝑬𝑽𝜽をもとめることができれば選択確率が求まる！！

MNLに将来効⽤を⾜した形に！



尤度関数を求める
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選択確率は求められたので，ここから最尤法を⽤いてパラメータを推定したい．

定理2

条件付き独⽴の仮定が成り⽴つとする．このとき，尤度関数は，

で表される



これまでのまとめ
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条件付き独⽴性の仮定

を仮定することで，パラメータを以下のようにして推定することができる．

1. 以下の式を解いて 𝐸𝑉(を求める

2. 選択確率を，以下の式から求める．

3. 尤度関数を以下の式で求めて，最尤法を実⾏



NFXPアルゴリズム
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この計算を⾏うためにRust(1987d)が開発したアルゴリズムをNFXPアルゴリズム
(nested fixed point estimation algorithm)という．

このアルゴリズムは，ざっくりと

1. 不動点問題を解くステップ

2. 最尤推定をして，パラメータを求めるステップ

に分けられる．

アルゴリズムの仕組み

（ネットワーク⾏動学（⽻藤）をもとに作成）



NFXPアルゴリズムの仕組み（詳細）
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不動点問題をとき，EVを求める 尤度関数の最⼤化を⾏う



不動点問題の解き⽅
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↑上の式の不動点を求めたい．

関数𝑇(は縮⼩写像であることを利⽤する．

縮⼩写像(contraction mapping)とは

2点𝑥, 𝑦の間の距離を𝑑(𝑥, 𝑦)で表す．このとき，以下を満たす0 ≤ 𝑞 < 1が存在す
るような写像を縮⼩写像という．

このことから，𝐸𝑉に何回も𝑇を作⽤させることで，𝐸𝑉が収束し，不動点が求ま
る．



バスのエンジン交換問題に適⽤する
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紹介した解法を，先程のバスのエンジン交換問題に適⽤する．

まず，閉形式解が求められる⼿法が不適当であることを確認する

交換までの⾛⾏距離

平均 標準偏差



バスのエンジン交換問題に適⽤する
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紹介した解法を，先程のバスのエンジン交換問題に適⽤する．

まず，閉形式解が求められる⼿法が不適当であることを確認する

⾛⾏距離がある⼀定値を超えたら交換，というような運⽤はされていない



解くための準備
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l 不動点計算をできるようにするため，𝑥を離散化

l関数形の指定を⾏う

• は多項分布とする．

• はガンベル分布とする

• は様々な関数形をおいて⽐較



結果
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l を様々な形にして尤度を
求めた
→尤度関数の⼤きさ，他の⾮定量的な
情報と⽭盾しないかをもとに，線形関
数が適切と判断した．



結果
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l を線形とした上で，𝛽を変更したときの変化をみた．

l 𝛽 = 0のときと，𝛽 = 0.9999のときを⽐較すると，後者のほうがデータによく
フィットした

時間割引率



政策分析への利⽤
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l政策変更の評価の1つとして，エンジン交換費⽤ を変化させることでバス
のエンジン交換需要にどのような変化があるのかを分析する．

l とおく．

l 1年間におけるエンジンの交換回数は，以下のように表される．

l 𝜋(𝑥, 𝑖)が{𝑖#, 𝑥#}の定常分布だとすると，以下の式が成り⽴つ．
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l 簡単のため，�̅�(𝑅𝐶)ではなく，その期待値である𝑑 𝑅𝐶 = 𝐸(�̅�(𝑅𝐶))を求めることを
考える．

l定常状態を考え，さらに{𝑖#*, 𝑥#*}， {𝑖#+, 𝑥#+}が独⽴であると仮定すると，期待値は以
下の式で表される．

（これを使ったときの買い替えまでの平均⾛⾏距離は，実測値とは⼤きく離れてお
らず，⽭盾しない範囲である．）
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バス1台のときの期待値を図⽰

RC

d(RC)

エンジンコストは過去にあまり変化して
いないので，回帰曲線を書くのは難しい
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l構造モデルは，データを制御された確率過程の実現であると解釈し，原理的なレベ
ルから⽴式を⾏い，最適化問題を解くことで尤度関数を導出する

l 誘導モデルは，モデルの原理的なレベルのパラメータではなく，統合されたパラ
メータを⽤いて推定を⾏う．

l構造モデルは構造の設定を誤ってしまうとうまく推定ができないため，過去の事象
に対して誘導モデルを使うことで，誤った構造を仮定していないかを確かめられる．

l構造モデルはパラメータがプリミティブなので，将来の政策の変更に対する影響を
考えることができる

l構造モデルは閉形式の解が得られないことが問題だったが，今回提案した⼿法によ
り閉形式の解がなくとも推定ができるようになった．
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