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１章について

確率的配分 ＋ 利用者均衡配分 ＝ 確率的利用者均衡配分

確率的配分について
・ランダム効用理論
・flow independent(仮定)
・選択行動のばらつきを考慮

流れ

①定式化

②期待最大効用と期待最小費用？

3１．確率的配分モデル



確率的配分の定式化

𝑈𝑘
𝑟𝑠 = −𝑐𝑘

𝑟𝑠 + 𝜉𝑘
𝑟𝑠

𝑐𝑘
𝑟𝑠 =  𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 𝑃𝑟. 𝑈𝑘

𝑟𝑠 ≥ max
𝑘′≠𝑘

{𝑈𝑘′
𝑟𝑠} 𝑡

= 𝑃𝑟. −𝑐𝑘
𝑟𝑠 + 𝜉𝑘

𝑟𝑠 ≥ max
𝑘′≠𝑘

−𝑐𝑘′
𝑟𝑠 + 𝜉𝑘′

𝑟𝑠 |𝑡

= 𝑃𝑟. 𝑐𝑘
𝑟𝑠 − 𝜉𝑘

𝑟𝑠 ≥ min
𝑘′≠𝑘

𝑐𝑘′
𝑟𝑠 − 𝜉𝑘′

𝑟𝑠 |𝑡

𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘

𝑟𝑠

 𝑘 𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 1

 𝑘 𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

𝐸 𝑥𝑖𝑗 =  𝑟𝑠  𝑘 𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑉𝑎𝑟 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘

𝑟𝑠(1 − 𝑃𝑘
𝑟𝑠)

𝐶𝑜𝑣 𝑓𝑘
𝑟𝑠, 𝑓𝑘′

𝑟𝑠 = −𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘
𝑟𝑠𝑃𝑘′

𝑟𝑠

4１．確率的配分モデル

↓定義

↓経路kが選ばれる確率

↓定理

↓補足



確率的配分の定式化(詳細)

𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 𝑃𝑟. −𝑐𝑘

𝑟𝑠 + 𝜉𝑘
𝑟𝑠 ≥ max

𝑘′≠𝑘
−𝑐𝑘′

𝑟𝑠 + 𝜉𝑘′
𝑟𝑠 |𝑡

5１．確率的配分モデル

誤差項の確率分布

①ロジットモデル
ガンベル分布を仮定

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠]

 
𝑘′∈𝐾𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐
𝑘′
𝑟𝑠]

②プロビットモデル
正規分布を仮定

選択対象とする経路集合

①全てのsimple path※

②simple path をさらに限定

③全可能経路

※同一リンクを二度以上通過しない経路



期待最小費用関数

ODペア(r,s)の最小認知費用の期待値を次のように定義

𝑆𝑟𝑠 𝑐𝑟𝑠 ≡ 𝐸 min
𝑘∈𝑅𝑟𝑠

 𝑐𝑘
𝑟𝑠

ロジット方の確率配分モデルでは，その性質より

𝑆𝑟𝑠 𝑐𝑟𝑠 = −
1

𝜃
ln  

𝑘∈𝑅𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠]

6１．確率的配分モデル
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２章について

ロジット型確率的配分モデル → 最適化問題

エントロピーの概念を用いて証明

流れ

①エントロピーモデルとは

②エントロピーモデルとロジットモデルの等価性

③エントロピーモデルのいくつかの形式

8２．エントロピーモデルとロジットモデル



エントロピーモデル

例

{𝑓1 = 1, 𝑓2 = 2, 𝑓3 = 3}

𝑓1 = 2, 𝑓2 = 2, 𝑓3 = 2

⋮

{𝑓1 = 1, 𝑓2 = 2, 𝑓3 = 3}

となる場合の数は？

6C1･ 5C2 ･ 3C3 = 6!/(1!2!3!) = 60

どのflowパターンが一番状態数が
多いか

→ エントロピーモデル

9２．エントロピーモデルとロジットモデル

ｒ ｓ6人

経路１

経路２

経路３ ↑状態数



エントロピーモデル

𝑁 𝒇 =  

𝑟

 

𝑠

𝑞𝑟𝑠!

 𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠!

𝑚𝑎𝑥. ln 𝑁 𝒇 =  

𝑟

 

𝑠

{ln 𝑞𝑟𝑠! −  

𝑘

ln 𝑓𝑘
𝑟𝑠!}

(𝑆𝑡𝑖𝑟𝑙𝑖𝑛𝑔の公式 ∶ ln 𝑥! ≈ 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥より)

𝑚𝑎𝑥. ln 𝑁 𝒇 =  

𝑟

 

𝑠

{𝑞𝑟𝑠 ln 𝑞𝑟𝑠 −  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠}

10２．エントロピーモデルとロジットモデル

↑定数

↑ここを最大化



エントロピーモデル(最適化問題)

ネットワーク全体の総走行費用が  𝐸以下
【SA-1】

𝑚𝑎𝑥. 𝑍 𝒇 = −  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 ≤  𝐸

𝑞𝑟𝑠 =  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

11２．エントロピーモデルとロジットモデル



エントロピー関数

𝐻 𝑃 = −  𝐴∈Ω 𝑃 𝐴 ln 𝑃 𝐴 ← シャノンのエントロピーの定義

①全ての確率が等しい場合に最大値をとる

②どれか１つの確率が１で他が全て０の場合に最小値をとる

→ エントロピー：情報の不確定性を表す指標

12２．エントロピーモデルとロジットモデル



エントロピー関数の導入

𝑃𝑘
𝑟𝑠 ≡  𝑓𝑘

𝑟𝑠 𝑞𝑟𝑠

𝐻𝑟𝑠 𝑷 ≡ −  

𝑘

𝑃𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑃𝑘

𝑟𝑠 (経路選択の不確実性)

𝑍 𝒇 = −  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 =  

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝑷) −  

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠 ln 𝑞𝑟𝑠

【 SA-1 】 → 総走行費用制約条件のもとで

エントロピー(経路選択の不確実性)を最大化

13２．エントロピーモデルとロジットモデル



エントロピーモデルとロジットモデルの等価性

【SA-1】

𝑚𝑎𝑥. 𝑍 𝒇 = −  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 ≤  𝐸

𝑞𝑟𝑠 =  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

14２．エントロピーモデルとロジットモデル



エントロピーモデルとロジットモデルの等価性

ラグランジュの未定乗数法による解法

𝐿 𝒇, 𝜃, 𝜂 = 𝑍 𝒇 + 𝜃  𝐸 −  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 +  

𝑟𝑠

𝜂𝑟𝑠{𝑞𝑟𝑠 −  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠}

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 0 𝑎𝑛𝑑

𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≤ 0 , 𝜃 ≥ 0

 𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 ≤  𝐸

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

15２．エントロピーモデルとロジットモデル



エントロピーモデルとロジットモデルの等価性

ラグランジュの未定乗数法による解法

𝐿 𝒇, 𝜃, 𝜂 = −  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 + 𝜃  𝐸 −  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 +  𝑟𝑠 𝜂𝑟𝑠{𝑞𝑟𝑠 −  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠}

𝑓𝑘
𝑟𝑠 > 0 → 𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 0 ∵ 𝑓𝑘

𝑟𝑠 𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = − ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 + 1 − 𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠 − 𝜂𝑟𝑠 = 0 ↔ 𝑓𝑘

𝑟𝑠 = exp −𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠 exp −𝜂𝑟𝑠 − 1

𝜂𝑟𝑠 = ln  𝑘 exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠] − ln 𝑞𝑟𝑠 − 1 (∵ 𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘

𝑟𝑠)

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠]

 𝑘 exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠]

16２．エントロピーモデルとロジットモデル

←ロジットモデルに一致



他のエントロピーモデルの形式

【SA-1】

𝑚𝑎𝑥. 𝑍 𝒇 = −  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 ≤  𝐸

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

17２．エントロピーモデルとロジットモデル

ある程度の秩序(総走行費用)
の元で，
経路選択の不確実性を最大化



他のエントロピーモデルの形式

【SA-2】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍2 𝒇 =  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 −  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 ≥  𝐻

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

18２．エントロピーモデルとロジットモデル

ある程度の経路選択の不確実性
の元で，
総走行費用を最小化



他のエントロピーモデルの形式

【SA-3】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍3 𝒇 =  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 +
1

𝜃
 𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘

𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

19２．エントロピーモデルとロジットモデル

外生変数θのもとで
総走行費用の最小化と
エントロピーの最大化
を同時に行う
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３章について

確率的利用者均衡(SUE：Stochastic User Equilibrium)配分の導入

流れ

①確率的利用者均衡状態とは

②確率的利用者均衡配分モデルの定式化

21３．確率的利用者均衡配分とその定式化



確率的利用者均衡状態

どの利用者も

自分が経路を変更することによって，

自分の経路費用を減少させることが

できないと信じている状態

22３．確率的利用者均衡配分とその定式化



(復習)確率的配分の定式化

𝑈𝑘
𝑟𝑠 = −𝑐𝑘

𝑟𝑠 + 𝜉𝑘
𝑟𝑠

𝑐𝑘
𝑟𝑠 =  𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 𝑃𝑟. 𝑈𝑘

𝑟𝑠 ≥ max
𝑘′≠𝑘

{𝑈𝑘′
𝑟𝑠} 𝑡

= 𝑃𝑟. −𝑐𝑘
𝑟𝑠 + 𝜉𝑘

𝑟𝑠 ≥ max
𝑘′≠𝑘

−𝑐𝑘′
𝑟𝑠 + 𝜉𝑘′

𝑟𝑠 |𝑡

= 𝑃𝑟. 𝑐𝑘
𝑟𝑠 − 𝜉𝑘

𝑟𝑠 ≥ min
𝑘′≠𝑘

𝑐𝑘′
𝑟𝑠 − 𝜉𝑘′

𝑟𝑠 |𝑡

𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘

𝑟𝑠

 𝑘 𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 1

 𝑘 𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

𝐸 𝑥𝑖𝑗 =  𝑟𝑠  𝑘 𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑉𝑎𝑟 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘

𝑟𝑠(1 − 𝑃𝑘
𝑟𝑠)

𝐶𝑜𝑣 𝑓𝑘
𝑟𝑠, 𝑓𝑘′

𝑟𝑠 = −𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘
𝑟𝑠𝑃𝑘′

𝑟𝑠

23１．確率的配分モデル

↓定義

↓経路kが選ばれる確率

↓定理

↓補足



確率的利用者均衡配分モデルの定式化

確率的配分モデルに足りていないもの → 混雑現象の考慮

混雑現象を表すもの → リンクパフォーマンス関数

確率的配分モデル ＋ リンクパフォーマンス関数

＝ 確率的利用者均衡配分モデル

24３．確率的利用者均衡配分とその定式化



確率的利用者均衡配分モデルの定式化

𝑈𝑘
𝑟𝑠 = −𝑐𝑘

𝑟𝑠 + 𝜉𝑘
𝑟𝑠

𝑐𝑘
𝑟𝑠 =  𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 𝑃𝑟. 𝑈𝑘

𝑟𝑠 ≥ max
𝑘′≠𝑘

{𝑈𝑘′
𝑟𝑠} 𝑡

= 𝑃𝑟. −𝑐𝑘
𝑟𝑠 + 𝜉𝑘

𝑟𝑠 ≥ max
𝑘′≠𝑘

−𝑐𝑘′
𝑟𝑠 + 𝜉𝑘′

𝑟𝑠 |𝑡

= 𝑃𝑟. 𝑐𝑘
𝑟𝑠 − 𝜉𝑘

𝑟𝑠 ≥ min
𝑘′≠𝑘

𝑐𝑘′
𝑟𝑠 − 𝜉𝑘′

𝑟𝑠 |𝑡

𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘

𝑟𝑠

 𝑘 𝑃𝑘
𝑟𝑠 = 1

 𝑘 𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

𝐸 𝑥𝑖𝑗 =  𝑟𝑠  𝑘 𝐸 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑉𝑎𝑟 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘

𝑟𝑠(1 − 𝑃𝑘
𝑟𝑠)

𝐶𝑜𝑣 𝑓𝑘
𝑟𝑠, 𝑓𝑘′

𝑟𝑠 = −𝑞𝑟𝑠𝑃𝑘
𝑟𝑠𝑃𝑘′

𝑟𝑠

25３．確率的利用者均衡配分とその定式化

↓定義

↓経路kが選ばれる確率

↓定理

↓補足

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠(𝒙(𝒇))]

 𝑘 exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠(𝒙(𝒇))]
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４章について

確率的利用者均衡配分モデル → 最適化問題へ定式化

↓

双対問題の定式化(均衡解の性質解明，アルゴリズムの開発)

流れ

①等価最適化問題へ定式化

②①の証明

③双対問題

④双対問題の応用

⑤等価最適化問題のリンク変数による表現(アルゴリズム関連)

27４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題



確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

確率的配分 ＋ 利用者均衡配分 ＝ 確率的利用者均衡配分

最適化問題も同じと予想

28４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題



(復習)他のエントロピーモデルの形式

【SA-3】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍3 𝒇 =  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 +
1

𝜃
 𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘

𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

29２．エントロピーモデルとロジットモデル

外生変数θのもとで
総走行費用の最小化と
エントロピーの最大化
を同時に行う

−  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 =  

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝑷) −  

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠 ln 𝑞𝑟𝑠

𝑚𝑖𝑛. 𝑍3
′ 𝒇 =  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠𝑐𝑘

𝑟𝑠 −
1

𝜃
 

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝒇
𝑟𝑠)

↑これを利用者均衡配分の
最適化問題の式に置き換える



確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題(予想)

【SUE/FD-path】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍 𝒇 =  

𝑖𝑗

 
0

𝑥𝑖𝑗

𝑡𝑖𝑗(𝜔) 𝑑𝜔 −
1

𝜃
 

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝒇
𝑟𝑠)

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥𝑖𝑗 =  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

30４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

𝐻𝑟𝑠 𝑷 ≡ −  𝑘 𝑃𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑃𝑘

𝑟𝑠 = −  𝑘
𝑓𝑘

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠
ln

𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠



確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題(証明)

ラグランジュ関数

𝐿 𝒇, 𝜂 = 𝑍𝐿 𝒙 𝒇 + 𝑍𝐻 𝒇 +  

𝑟𝑠

𝜂𝑟𝑠{𝑞𝑟𝑠 −  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠}

𝑍𝐿 𝒙 𝒇 ≡  

𝑖𝑗

 
0

𝑥𝑖𝑗

𝑡𝑖𝑗 𝜔 𝑑𝜔 , 𝑍𝐻 𝒇 ≡ −
1

𝜃
 

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝒇
𝑟𝑠)

KKT条件

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 0 𝑎𝑛𝑑

𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

𝑥𝑖𝑗 =  

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠 𝑎𝑛𝑑 𝑞𝑟𝑠 =  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝑎𝑛𝑑 𝑓𝑘

𝑟𝑠 ≥ 0

31４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題



確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題(証明)

𝜕𝑍𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 =

𝜕𝑍𝐿

𝜕𝑥𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑖𝑗

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 =  

𝑖𝑗

𝑡𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 𝛿𝑖𝑗,𝑘
𝑟𝑠 = 𝑐𝑘

𝑟𝑠(𝒙(𝒇))

𝜕𝑍𝐻

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 =

𝜕

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 −

1

𝜃
 

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠 −  

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠
ln

𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠
=

1

𝜃
(ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − ln 𝑞𝑟𝑠 + 1)

𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑐𝑘

𝑟𝑠(𝒙(𝒇)) +
1

𝜃
ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − ln 𝑞𝑟𝑠 + 1 − 𝜂𝑟𝑠

32４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題



確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題(証明)

𝑓𝑘
𝑟𝑠 > 0 → 𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 0 ∵ 𝑓𝑘

𝑟𝑠 𝜕𝐿
𝜕𝑓𝑘

𝑟𝑠 = 0

𝑐𝑘
𝑟𝑠 +

1

𝜃
ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠 − ln 𝑞𝑟𝑠 + 1 − 𝜂𝑟𝑠 = 0 ↔ 𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠 exp −𝜃𝑐𝑘

𝑟𝑠 + 𝜃𝜂𝑟𝑠 − 1

𝜂𝑟𝑠 =
1

𝜃
(− ln  𝑘 exp −𝜃𝑐𝑘

𝑟𝑠 + 1) (∵ 𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠)

𝑓𝑘
𝑟𝑠 = 𝑞𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠(𝒙(𝒇))]

 𝑘 exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠(𝒙(𝒇))]

33４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

←SUEの定義に一致



双対問題

リンクパフォーマンス関数：𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

→ リンク交通量とリンクコストの関係式

目的関数の変数 → リンク交通量

目的関数の変数 → リンクコスト

34４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

双
対



(復習)確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

【SUE/FD-path】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍 𝒇 =  

𝑖𝑗

 
0

𝑥𝑖𝑗

𝑡𝑖𝑗(𝜔) 𝑑𝜔 −
1

𝜃
 

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝒇
𝑟𝑠)

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥𝑖𝑗 =  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

35４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

𝐻𝑟𝑠 𝑷 ≡ −  𝑘 𝑃𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑃𝑘

𝑟𝑠 = −  𝑘
𝑓𝑘

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠
ln

𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠



max.
𝜏,𝜂

𝐿 𝒙, 𝒇, 𝜏, 𝜂 =  𝑖𝑗  0

𝑥𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗(𝜔) 𝑑𝜔 −
1

𝜃
 𝑟𝑠 𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠 𝒇𝑟𝑠

+  𝑖𝑗 𝜏𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 −  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠 +  𝑟𝑠 𝜂𝑟𝑠(𝑞𝑟𝑠 −  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠)

KKT条件
 𝜕L 𝜕𝑓𝑘

𝑟𝑠 = 0 𝑎𝑛𝑑  𝜕L 𝜕𝑥𝑖𝑗 = 0 𝑎𝑛𝑑  𝜕L 𝜕𝜏 = 0 𝑎𝑛𝑑  𝜕L 𝜕𝜂 = 0

その他恒等式

 𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 −  𝑖𝑗  0

𝑥𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗 𝜔 𝑑𝜔 =  𝑖𝑗  𝑡𝑖𝑗(0)

𝑡𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 𝜈 𝑑𝜈

以上の式を用いてLの変数をtのみに

双対問題の求め方(簡単に)

36４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

x

t



双対問題

【SUE/FD-Dual】

𝑚𝑎𝑥. 𝑍𝐷 𝒕 = −  

𝑖𝑗

 
𝑡𝑖𝑗 0

𝑡𝑖𝑗

𝑥𝑖𝑗 𝜈 𝑑𝜈 +  

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝑆𝑟𝑠(𝑐
𝑟𝑠(𝒕))

期待最小費用関数の関数型 ← 各種確率モデル

【SUE/FD-path】の一般化

37４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

𝑆𝑟𝑠 𝑐𝑟𝑠 = −
1

𝜃
ln  

𝑘∈𝑅𝑟𝑠

exp[−𝜃𝑐𝑘
𝑟𝑠]

↑ロジットモデル



双対問題の応用(料金設定問題)

リンク所要時間(𝑡𝑖𝑗) → リンクの一般化コスト(  𝑐𝑖𝑗 ≡ 𝜔𝑡𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗)

望ましいリンク交通量パターン：  𝑥 = (⋯ ,  𝑥𝑖𝑗 , ⋯ )

【SUE/FD-RE】

𝑚𝑎𝑥. 𝑍𝐷 𝒄 = −  

𝑖𝑗

 𝑥𝑖𝑗  𝑐𝑖𝑗 +  

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝑆𝑟𝑠(𝑐
𝑟𝑠( 𝒄))

 𝑐𝑖𝑗 ≡ 𝜔𝑡𝑖𝑗(  𝑥𝑖𝑗) + 𝑒𝑖𝑗

38４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

 𝒄の最適値→最適料金𝑒

↑道路料金



最適化問題のリンク変数による表現

一般的なネットワーク → 経路数が膨大 → 経路変数は望ましくない

【SUE/FD-path】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍 𝒇 =  

𝑖𝑗

 
0

𝑥𝑖𝑗

𝑡𝑖𝑗(𝜔) 𝑑𝜔 −
1

𝜃
 

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠𝐻𝑟𝑠(𝒇
𝑟𝑠)

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑥𝑖𝑗 =  𝑟𝑠  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠 𝛿𝑖𝑗,𝑘

𝑟𝑠

𝑞𝑟𝑠 =  𝑘 𝑓𝑘
𝑟𝑠

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ≥ 0

39４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題



最適化問題のリンク変数による表現

【SUE/FD-arc】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍 𝒇 =  𝑖𝑗  0

𝑥𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗(𝜔) 𝑑𝜔 −
1

𝜃
 𝑟{𝐻𝐿 𝒙𝑟 − 𝐻𝑁(𝒙𝑟)}

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜

 𝑖 𝑥𝑖𝑘
𝑟 −  𝑗 𝑥𝑘𝑗

𝑟 +  𝑠 𝑞𝑟𝑠𝛿𝑟𝑘 − 𝑞𝑟𝑠𝛿𝑠𝑘 = 0

𝑥𝑖𝑗 =  𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑟

𝑥𝑖𝑗
𝑟 > 0

40４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

𝐻𝑁 𝒙𝑟 ≡ −  

𝑗

( 

𝑖

𝑥𝑖𝑗
𝑟 ) ln( 

𝑖

𝑥𝑖𝑗
𝑟 )

𝐻𝐿 𝒙𝑟 ≡ −  

𝑗

𝑥𝑖𝑗
𝑟 ln 𝑥𝑖𝑗

𝑟
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５章について

(１)逐次平均法
・各種経路選択モデルに対するSUE配分に適用可能
・収束が遅い

(２)部分線形化法
・起点別リンク交通量を未知数
・Logit型SUE配分専用
・収束が速い

(３)Simplicial Decomposition法
・経路交通量を未知数
・Logit型SUE配分専用
・収束が速い

42５．確率的利用者均衡配分の解法

意識してほしいこと

一般的なネットワークでは経路交通量変数が膨大

↓
これをどう避けるのか



(復習)Frank-Wolfe法

ステップA (降下方向d=y-x(n)の探索)

①リンク交通量ベクトルx(n)において目的関数を線形近似

②線形近似した式を主変数をyとして制約条件下で最小化(all-nothing配分)

ステップB (ステップサイズαの一次元探索)

①x(n+1)=x(n)+α(y-x(n)) (α∈[0,1]) とする

②x(n+1)を目的関数に代入しαによる一次元探索

43５．確率的利用者均衡配分の解法



逐次平均法(Method of Successive Averages)

ステップA（降下方向d=y-x(n)の探索)

①リンク交通量ベクトルx(n)において目的関数を部分線形近似

𝑚𝑖𝑛.  𝑍 𝒚, 𝒇 = 𝒕(𝒙(𝑛)) ∙ 𝒚 +
1

𝜃
 

𝑟𝑠

 

𝑘

𝑓𝑘
𝑟𝑠 ln 𝑓𝑘

𝑟𝑠

②線形近似式の主変数をyとして制約条件下で最小化(Dial配分とか)

ステップB (ステップサイズαを決める)

①αn＝1/n とする

44５．確率的利用者均衡配分の解法

← 目的関数に経路変数(膨大な数)が含まれており，
一次元探索の際，値が評価できないから



逐次平均法(Method of Successive Averages)

ちなみに…
𝒙(𝑛+1) = 𝒙𝑛 + 𝛼𝑛 𝒚 𝑛 − 𝒙𝑛 = 1 − 𝛼𝑛 𝒙𝑛 + 𝛼𝑛𝒚 𝑛

= (1 − 𝛼𝑛)( 1 − 𝛼𝑛−1 𝒙𝑛−1 + 𝛼𝑛−1𝒚 𝑛−1 ) + 𝛼𝑛𝒚 𝑛

= 1 − 𝛼𝑛 1 − 𝛼𝑛−1 ⋯ 1 − 𝛼1 𝒙1 +
1

𝑛
 

𝑚=1

𝑛

𝒚 𝑚

=
1

𝑛
 

𝑚=1

𝑛

𝒚(𝑚)

45５．確率的利用者均衡配分の解法

←補助解yを時系列平均したもの



(復習)最適化問題のリンク変数による表現

【SUE/FD-arc】

𝑚𝑖𝑛. 𝑍 𝒇 =  𝑖𝑗  0

𝑥𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑗(𝜔) 𝑑𝜔 −
1

𝜃
 𝑟{𝐻𝐿 𝒙𝑟 − 𝐻𝑁(𝒙𝑟)}

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜

 𝑖 𝑥𝑖𝑘
𝑟 −  𝑗 𝑥𝑘𝑗

𝑟 +  𝑠 𝑞𝑟𝑠𝛿𝑟𝑘 − 𝑞𝑟𝑠𝛿𝑠𝑘 = 0

𝑥𝑖𝑗 =  𝑟 𝑥𝑖𝑗
𝑟

𝑥𝑖𝑗
𝑟 > 0

46４．確率的利用者均衡配分と等価な最適化問題

𝐻𝑁 𝒙𝑟 ≡ −  

𝑗

( 

𝑖

𝑥𝑖𝑗
𝑟 ) ln( 

𝑖

𝑥𝑖𝑗
𝑟 )

𝐻𝐿 𝒙𝑟 ≡ −  

𝑗

𝑥𝑖𝑗
𝑟 ln 𝑥𝑖𝑗

𝑟



起点別リンク交通量を未知数とした部分線形化法(PL)

逐次平均法は収束が遅すぎる…

起点別リンク交通量を変数 → 膨大な経路交通量変数を回避

47５．確率的利用者均衡配分の解法

Frank-Wolfe法
ステップA
最短経路配分によるyの求解

ステップB
αの一次元探索

PL法
ステップA
Dial配分/Markov配分によるyの求解

ステップB
αの一次元探索



起点別リンク交通量を未知数とした部分線形化法(PL)

48５．確率的利用者均衡配分の解法

Q，どのくらい収束時間が違うの？？



経路交通量を未知数としたSimplicialDecomposition法

経路に固有の属性や経路の情報を知りたい場合

↓

経路変数と向き合う必要性

↓

SimplicialDecomposition法(経路交通量を未知変数とする)

一般的には，大規模なネットワークへの適用は困難

↓

それほど規模の大きくないネットワークの分析や

豊富な計算機資源があれば有効(計算機性能の向上により改善)

49５．確率的利用者均衡配分の解法



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

全経路集合を扱うのは困難 → 経路集合を限定(徐々に拡張)

Simplicial Decomposition法

限定親問題フェイズ
限定された経路集合をもとに
経路交通量を未知変数とした部分線形化法を行う

経路生成フェイズ
上で求めた経路交通量下で全経路集合をもとに最短経路配分
→利用される経路を追加
(※ロジットモデルのIIA特性緩和のため,
限定集合にすでに含まれる経路と類似した経路は削除)

50５．確率的利用者均衡配分の解法

現実の交通量パターンでも，
かなりの割合の交通量が
ごく限られた本数の経路に流れている

経路追加できなくなり次第
終了



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

51５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【限定親問題-1】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

52５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【経路生成-1】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

53５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【限定親問題-2】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

54５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【経路生成-2】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

55５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【限定親問題-3】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

56５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【経路生成-3】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

57５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【限定親問題-4】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

58５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【経路生成(棄却)-4】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

59５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【限定親問題-5】



経路交通量を未知数としたSimplicial Decomposition法

60５．確率的利用者均衡配分の解法

D

O

【経路生成(失敗)-5】

終了


