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なぜ，動学問題が難しいか．
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なぜ，最適化か．
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最尤法
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状態・属性

制御変数

選択確率

モデルパラメータによる現象分析→現象の再現

数理的に計画を捉える
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本日の構成

1. はじめに

2. 動学的最適化（動学問題の最適化の定式化と解法）

2.1 変分法

2.2 最大値原理

2.3 動的計画法 (動的離散選択モデル)

3. 動的離散選択モデルにおけるパラメータ推定

3.1 NFXP 

3.2 NPL (擬似最尤推定)

3.3 MPEC型

4. おまけ



動学的最適化
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※制御変数が連続量の場合もある



動学的最適化へのアプローチ
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3. 動的計画法（Bellman, R.E.(1953)）

1. 変分法（Newton, I(1687)）
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2. 最適制御理論（Pontryagin，L.S. et al.(1962)）
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どう解くか．

V, F: 目的関数，y: 状態(属性)，μ: 制御変数，
f: 運動方程式，p: 状態の推移確率，A, Z: 端点



変分法の概要
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1. 変分法（Newton, I(1687)）
- 最適経路の決定 (最速降下曲線など cf.ある時間軸上でどの状態に推移するのが最適か)
- 終端Tを自由とすることも可能
- 全ての関数が連続であることが必要
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0
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→制御のスイッチング(非連続制御)を表せない・曲線y(t)を求める問題

t

y

T

Z

目的関数 V(y)
状態 y



解の必要条件(オイラー方程式)
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T

y
dttytytFyV

0
))('),(,()(max ZTyAytosubject  )(,)0(

y(t) = y*(t)+εp(t) (y*(t): 最適経路，p(t)は任意，ただしp(0)=p(T)=0)  とおく

𝑑𝑉

𝑑𝜀
(𝜀 = 0) = 0

y*(t)が最適経路であるためには次が必要

＜オイラー方程式の導出＞

𝑉(𝜀) =  
0

𝑇

𝐹 𝑡, 𝑦∗ + 𝜀𝑝 𝑡 , 𝑦′
∗
+ 𝜀𝑝′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑑𝑉

𝑑𝜀
𝜀 =  

0

𝑇 𝑑𝐹

𝑑𝜀
𝑑𝑡 =  

0

𝑇 𝑑𝐹

𝑑𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝜀
+
𝑑𝐹

𝑑𝑦′

𝑑𝑦′

𝑑𝜀
𝑑𝑡 =  

0

𝑇

𝐹𝑦𝑝 𝑡 + 𝐹𝑦′𝑝′(𝑡) 𝑑𝑡

 
0

𝑇

𝐹𝑦𝑝 𝑡 𝑑𝑡 +  
0

𝑇

𝐹𝑦′𝑝
′ 𝑡 𝑑𝑡 = 0

(1)

(2)

(3)

(4)



(続き)オイラー方程式の導出
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(4)より

(5)

 
0

𝑇

𝑝 𝑡 𝐹𝑦 −
𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑦′ 𝑑𝑡 = 0 (4)’

p(t)は任意より，全てのtで次が成り立つ

𝐹𝑦 −
𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑦′ = 0

また，

𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝑦′ =

𝜕𝐹𝑦′

𝜕𝑡
+
𝜕𝐹𝑦′

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝐹𝑦′

𝜕𝑦

𝑑𝑦′

𝑑𝑡

より，オイラー方程式は次となる

𝐹𝑦′𝑦′𝑦
′′ 𝑡 + 𝐹𝑦𝑦′𝑦

′ 𝑡 + 𝐹𝑡𝑦′ − 𝐹𝑦 = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]



動的最適制御の解法（最適制御理論）
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2. 最適制御理論（Pontryagin, L.S. et 
al.(1962)）
- 変分法に制御変数𝜇(𝑡)を追加

- 各時間帯の最適化計算に分解


T

dtttytFyV
0

))(),(,()(max 


))(),(,()(',)0( ttytftyAytosubject 

どう解くか．

・状態yは運動方程式で決定

t

y

T

Z

目的関数 V(y)
状態 y
制御μ

→非連続な制御(スイッチング)に対応

→終端時刻𝑇 は自由でも可→時間最適化問題

・制御𝜇(𝑡)を求める問題

T1 T2 T3 T4



状態変数 𝑦 𝑡 = 𝑦1, … , 𝑦𝑖 … , 𝑦𝑛 𝑡 連続（区分的に微分可能）
制御変数 𝜇 𝑡 = {𝜇1, … , 𝜇𝑖 … , 𝜇𝑛}(𝑡) 非連続可（区分的に連続）

目的関数 maxV = max
𝜇

 0
𝑇
𝐹 𝑡, 𝑦, 𝜇 𝑑𝑡

制約条件

運動方程式
𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖 𝑡, 𝑦 𝑡 , 𝜇 𝑡

初期条件 𝑦 0
終端条件 𝑦 𝑇 自由
制御集合 𝜇 𝑡 ∈ 𝑈

最大値原理（ハミルトニアンHの最大化）

H ≡ 𝐹 𝑡, 𝑦, 𝜇 +  𝑗 𝑠𝑗𝑓
𝑗 𝑡, 𝑦, 𝜇

max
𝜇

𝐻 𝑡, 𝑦, 𝜇, 𝑠 ∀𝑡

yについての運動方程式
𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡
=

𝑑𝐻

𝑑𝑠

λについての運動方程式
𝑑𝑠𝑖

𝑑𝑡
=

𝑑𝐻

𝑑𝑦

横断性条件 𝑠 𝑡 = 0, 𝐻 𝑇 = 0

最適制御理論 (Dynamic Control Problem)
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等価

←時間積分を各時間帯の最適化計算に分解

(yは初期条件と運動方程式で決定)



Friesz, T.L., Luque, J., Tobin, R.L., Wie, B-W.: 
Dynamic network traffic assignment 
considered as a continuous time optimal control problem,
Operations Research, Vol. 37(6), pp. 893-901, 1989.

2014/6/27(金)

集中理論談話会 #4

D2 浦田 淳司
Nonlinear Pricing and Revenue Optimization 

Freight Systems and Logistics

Dynamic Network Games and Dynamic Traffic Assignment

Network Design and MPECs

最適制御理論の使い方の例



研究概要
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研究概要：
・動的交通配分の定式化(各リンクでの流入量の最適制御)

・Pontryaginの最大値原理の導入
・システム最適解を求める

目的関数：全時間帯全リンクでの旅行時間最小化

Notation: 
𝐺(𝑁, 𝐴)：ノードN，リンクAで形成されるネットワーク

ノードNのうちnを終着点ノード，M={1,2,…,n-1}は発ノード．
t： 時刻 t ∈ 0, 𝑇
𝑥𝑎(𝑡)：時刻tでのリンクa上の交通量＝状態変数
𝐶𝑎[𝑥𝑎(𝑡)]：交通量𝑥𝑎(𝑡)のときの旅行時間コスト
𝑢𝑎(𝑡)：リンクaへの流入交通量＝制御変数
𝑔𝑎[𝑥𝑎(𝑡)]：リンクaからの流出交通量



(制約条件)交通量保存則，基本条件
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S𝑘(𝑡)：時刻tでのノードkからの発生交通量
𝐴(𝑘)：ノードkが着点となるリンク集合
𝐵(𝑘)：ノードkが発点となるリンク集合

tMktxgtutS
kBa

aa

kAa

ak  


,)]([)()(
)()(

交通量保存則
（制約条件）

基本条件
（制約条件）

tatx

tatu

axx

a

a

aa







,0)(

,0)(

)0( 0

（2）

（3）

（4）

（5）

定義  satisfiedareux )4(),3(),2(),1(:),( （6）



目的関数とハミルトニアン
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システム最適の目的関数 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝐽1 =  

𝑎∈𝐴

 
0

𝑇

𝐶𝑎 𝑥𝑎 𝑑𝑡

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 (𝑥, 𝑢) ∈ Ω

（7）

（全期間全リンクの旅行時間の合計の最小化）

ハミルトニアンの定義 𝐻 𝑥, 𝑢, 𝜏, 𝑡 =  

𝑎∈𝐴

𝐶𝑎(𝑥𝑎) + 

𝑎∈𝐴

𝜏𝑎[𝑢𝑎 − 𝑔𝑎 𝑥𝑎 ] （8）

𝜏𝑎: 随伴変数(状態方程式に対するラグランジュ乗数)

- (8)式が解を持つには，Arrow-Kurzの十分定理より，Hが凸であることが必要

- Hが凸であるためには，𝜏𝑎 ≥ 0 (∀𝑎)であることが求められる．



ラグラジアン・KKT条件
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𝐿 = 𝐻 +  

𝑘∈𝑀

𝜇𝑘 𝑆𝑘 −  

𝑎∈𝐴 𝑘

𝑢𝑎 +  

𝑎∈𝐵 𝑘

𝑔𝑎(𝑥𝑎) + 

𝑎∈𝐴

𝛽𝑎[−𝑢𝑎] （11）

𝜏𝑎 − 𝜇𝑘 − 𝛽𝑎 = 0 ∀𝑎 ∈ 𝐴(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]
𝛽𝑎 ≥ 0, 𝑢𝑎 ≥ 0, 𝛽𝑎𝑢𝑎 = 0 ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

𝜇𝑘 ≥ 0, 𝜇𝑘 𝑆𝑘 −  𝑎∈𝐴 𝑘 𝑢𝑎 +  𝑎∈𝐵 𝑘 𝑔𝑎 𝑥𝑎 = 0∀𝑘 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

（12）

（13）

（14）

KKT条件

制御変数の制約条件(2)(4)を考慮して，Hの最小化問題に対し，ラグラジアンを設定

𝜇𝑘 , 𝛽𝑎:ラグランジュ乗数Lの最小化問題

必要十分条件

Eular-Lagrange方程式より

−  𝜏𝑎 =
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑎
∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

−  𝜏𝑎 = 𝐶𝑎
′ − 𝜏𝑎𝑔

′
𝑎
+ 𝜇𝑘𝑔

′
𝑎

∀𝑎 ∈ 𝐵(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

横断性条件 𝜏𝑎 𝑇 = 0 ∀𝑎 ∈ 𝐴

（15）

（16）

（17）
※・はt微分，’はx微分を示す



最適制御問題の必要条件の再定式化
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（12）（13）より 𝜏𝑎 ≥ 𝜇𝑘 ∀𝑎 ∈ 𝐴(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

（17）より 𝜏𝑎 𝑇 = 0 ∀𝑎 ∈ 𝐴(𝑘)

（16）より −  𝜏𝑎 = 𝐶𝑎
′ − 𝜏𝑎𝑔

′
𝑎
+ 𝜇𝑘𝑔

′
𝑎

∀𝑎 ∈ 𝐵(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

（12）（13）より 𝑢𝑎 𝜏𝑎 − 𝜇𝑘 = 0 ∀𝑘, 𝑎, 𝑡 ∀𝑎 ∈ 𝐴(𝑘), ∀𝑘 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]

（18）

（19）

（20）

（21）

(14)と(18)より， 𝜏𝑎 ≥ 0が成立するため，Hは凸であり，解を持つ．

(18)(21)より，制御変数𝑢𝑎は 𝜏𝑎 − 𝜇𝑘 = 0のときに0でない値をとる．
これを求めたい．



制御変数の算出
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𝜏𝑎 − 𝜇𝑘 = 0が∀𝑎, 𝑘で成立することが必要

 𝜏𝑎(𝑡) =  𝜇𝑘(𝑡)  𝜏𝑎 𝑡 =  𝜇𝑘 𝑡 𝑓𝑜𝑟 𝑡 ∈ 𝑡1, 𝑡2 ⊆ [0, 𝑇] （22）

(22)を(20)に代入

0"")(')(

0'')(





kaaaalaala

kaala

xCxgg

Cg







 （23）

（24）（(23)をｘで微分）

(22)(24)(1)より

 

aalk

kalkaaalk
a

Cg

ggCg
u

"")(

')("")(








 
（26）

(26)式または0で，制御変数は与えられる．



動的計画法(動的離散選択モデル)
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3. 動的計画法（Bellman, R.E.(1953)）
- 多段階意思決定モデル
- 再帰的計算過程が必要

  )),(|)1(())1(())(())((max ttytdyptyVtyutyV
t

t




t

y

T

・将来状態の計算
・状態推移を確率的に与えることも可能
・終端時刻𝑇 が決まっている必要 目的関数 V(y)

状態 y
制御μ

どう解くか．



動的離散選択モデル(概要)
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Rust, J.(1987) のバスエンジン補修/交換の問題を例に説明

時刻t

交換

補修

交換

補修

交換

補修

交換

補修

…交換コスト(大)
故障リスク初期化

故障リスク増加

ある期の効用関数u

d=1: 交換，d=0: 補修のみ
x: バスエンジンの状態
ε: 非観測項
c:補修コスト
θ1: 補修パラメータ
RC: 交換コスト
θ2, θ3: 状態推移パラメータ

状態xの推移確率（一次マルコフ性を仮定）

),;,,|,( 3211  ttttt dxxp 

将来状態も考慮



動的離散選択モデル(定式化)

21

将来の価値関数は，時間割引を考慮した効用の最大化となる

)1,0(時間割引率　

(6)

最適意思決定は無限期間先までを考慮しており，期によらず一定である

(7)

)','( x次期状態　

- 今期と次期の状態により，価値関数を定義
- 次期の期待価値関数の中に，次々期以降の効用は入っている

今期の効用

次期の期待価値関数

今期の選択後の次期状態の推移確率次期の効用



期待価値関数・選択確率
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仮定：推移確率の条件つき独立性(CI)

);,|'();'|'(),;,,|','( 332232  dxxpxpdxxp 

CIの仮定を用いて，期待価値関数を次で定義する．

選択肢の期待価値関数（(7)式からεを除いて）

これを期待価値関数の定義式に戻す

εを極値分布とし，ロジット型の条件付き選択確率を導出（θ = (𝑅𝐶, θ1, θ3)がパラメータ）

(8)

(9)



最尤法によるパラメータ推定
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バス会社iの尤度

M社の全体尤度 (14)

対数尤度

(10)

対数尤度最大化により，θ = (𝑅𝐶, θ1, θ3)を求める

(11)



推定方法１：NFXP法
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Rust, J.(1988) Statistical Models of Discrete Choice Processes, Transportation Research Part B, Vol. 22(2), pp. 125-158.

構
造
推
定
パ
ラ
メ
ー
タθ

を
最
尤
法
で
求
解

Outer

期
待
価
値
関
数E

V
θ

の
不
動
点
を
求
め
る

Inner



NFXP法： Fixed-Point Solution
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(7)式と極値分布により，Fixed-Point equationは次となる

(12)

今期の状態xをK分割，次期の状態x’をJ分割して，表記．

(13)

(14)

式を簡略化

(11)式に代入

※ この式が定義されている

(15)



NFXP法：inner algorithm
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θ固定の下で，不動点 𝐸𝑉𝜃 = 𝑇𝜃(𝐸𝑉𝜃)(15)’ を求める
(15)は収縮写像であり，次が成立する．

(16)

この性質から，𝐸𝑉𝑘を次で更新する．

𝐸𝑉𝑘+1 = 𝑇𝜃(𝐸𝑉𝑘)

|𝑇𝜃(𝐸𝑉𝑘+1) − 𝑇𝜃(𝐸𝑉𝑘)| ≤ 𝛽|𝐸𝑉𝑘+1 − 𝐸𝑉𝑘|

⇔ |𝐸𝑉𝑘+2 − 𝐸𝑉𝑘+1| ≤ 𝛽|𝐸𝑉𝑘+1 − 𝐸𝑉𝑘|

つまり，下記となる．

βの速度で𝐸𝑉𝜃に近づく．
ただし，𝐸𝑉𝜃を得るためには，k=∞が必要であり，不動点近傍では収縮が遅くなる．
不動点近傍では，次式を用いる(Newton-Kantorovich法)．

(17)

(18)

(19)

(20)



推定法2：NPL(擬似最尤推定法)

27

Step1: EV0をランダムに与える

Step2: EVkを(9)式の右辺に代入し，尤度最大化するパラメータθkを求める

(9)

(14)

Step3: EVkとθkを用いて，(14)式よりEvk+1を求める

収束判定: |EVk+1- EVk |と|θk+1- θk |が十分小さければ収束
収束していなければ，step2に戻る

無限回の繰り返し計算によって不動点を得ることができ，NFXPと漸近等価



NPL(擬似最尤推定法)とNFXPの比較

28

Aguirregabiria and Mira(2002)

・計算速度はパラメータが4つの場合
は，NPLは9倍速い



推定法3：MPEC型アルゴリズム
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MPEC（Mathematical Programming with Equilibrium Constraints)を用いた求解

（Su & Judd (2012))

(11)式，(15)式を等価な均衡制約条件付き最適化問題と定式化．

(11)

（等価であることの証明は定理1より）

NFXPが不動点の算出プロセスを毎回解いているのに比べて，
Bellmanの等式(15)を一度評価すればよいので，計算負荷は小さい．

(15)



MPECとNFXPの等価性の証明

30

観測可能な状態 𝑥
選択結果 d
意思決定者i (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀)

構造パラメータ 𝜃：コスト，利益などを示す
内生変数 σ：意思決定者の政策関数．構造パラメータ𝜃の関数となる．

σは均衡条件を通じて，𝜃に拠る．
ℎ 𝜃, σ = 0

𝜃を所与としたときの， (𝜃)を(1)式を満たすσの集合と定義する

 (𝜃) ≔ {σ: ℎ 𝜃, σ = 0}

 𝜎 (𝜃)は (𝜃)の要素であり，期待価値関数とし，一意に定まる．
また， (𝜃)は𝜃と1対1対応する．
L(𝜃,  𝜎 𝜃 ; 𝑋)を観測データXの対数尤度とし，尤度最大化パラメータは次と定義

(21)

(22)

（Su & Judd (2012))

N
F

X
P

側



MPECによる定式化

31

構造パラメータ𝜃を推定する際，内生変数σが𝜃から算出されたものであればよい
⇒均衡制約条件(21)を用いた制約付き最適化問題として定義する

0),();,(
1

max
),(




htosubjectXL
M

(23)

定理1：(22)式と(23)式の等価性を示す
 𝜃は尤度最大化の(22)式で定義され，(23)式の解は(  𝜃,  𝜎)とする．
 𝜎∗ 𝜃 = 𝑎𝑟𝑔max

 𝜎 (𝜃)
𝐿(𝜃,  𝜎 (𝜃))と定義する．

また， 𝐿(  𝜃,  𝜎∗(  𝜃))= 𝐿(  𝜃,  𝜎)となる．このとき，  𝜃 =  𝜃となる．

証明：
(  𝜃,  𝜎)は(21)式を満足し，  𝜎 ∈   𝜃であるため，(22)式より，𝐿(  𝜃,  𝜎∗(  𝜃)) ≥ 𝐿(  𝜃,  𝜎)．

 𝜎∗  𝜃 ∈  (  𝜃)であるため，制約条件(21)を満たし，(23)式より 𝐿(  𝜃,  𝜎∗(  𝜃)) ≤ 𝐿(  𝜃,  𝜎)．

2式を同時に満たす場合は等式となり，そ解は1つである.そのため，  𝜃 =  𝜃となる．

M
P

E
C

側



計算精度の比較

324. Monte Carlo Experiments

・250回計算の平均をとり，パラメー
タの平均，分散を比較
・βが大きい場合は，NFXPと同じ結

果であるなど，両者の精度の差は
ほぼない



計算時間の比較

33

・MPECのほうがNFXPよりも計算時間は短い(AMPLで180倍以上，MATLABで3倍以上)

4. Monte Carlo Experiments



3章
完全合理性を緩和した動的避難開始選択

34



災害時不確実下の避難開始選択

35

経験と情報の不足のため，将来状態がわからない

■ 災害時行動の前提

■ 避難＝将来リスクの回避

目的：不確実な将来状況を考慮した行動選択の記述

時刻t

場所の安全性
(ex. 海からの距離)

被災
滞在

移動
滞在

避難

将来状況を想定した避難開始の選択



滞在
活動

避難

t3
選択

アプローチ：動的離散選択の導入

36

・・・
t0

避難

選択
t1

滞在
活動

避難

選択
t2
選択

期待価値関数EV

状態xk

滞在
活動

避難

t3
選択 ・・・

t1
滞在
活動

避難

選択
t2
選択

状態xk+1

滞在
活動

xk

xk

xk

xk

従来の逐次型避難開始選択モデル Fu & Wilmot (2004)

動的離散選択モデル：
将来の選択から得られる効用を想定

Bellman(1957)



従来の動的離散選択モデル

37

期待価値関数EVの計算コストは非常に大きい
ーNested Fixed Point algorithm(Rust(1987))では，非線形のJ次の連立方程式を求解

期待価値関数EVは真値を用いる

EV(xk,t1) 避難

t3
選択

t0

避難

選択
t1

避難

選択
t2
選択

EV(xk,t2)状態xk

状態xk+1

滞在
活動

滞在
活動

避難
EV(xk,t0)

xk+1
xk+1

滞在
活動

滞在
活動

EV(xk+1,t1) EV(xk+1,t2)

𝐸𝑉 𝑥𝑡, 𝑑𝑡 = 

𝑗=0

𝐽

log  
∀𝑑′

exp(𝑣 𝑥𝑗
′, 𝑑′ + 𝛽𝐸𝑉 𝑥𝑗

′, 𝑑′ ) × 𝑝3(𝑥𝑗
′|𝑥𝑡, 𝑑𝑡)

期待価値
関数EV

制約条件

今期の期待価値関数 次期以降の推移より算出した今期の期待価値関数



38

滞在
活動

避難

t3

選択 ・ ・ ・

t0

避難

選択

t1
滞在
活動

避難

選択

t2

選択

期待価値関数EV

状態xk

滞在
活動

避難

t3

選択 ・ ・ ・

t1
滞在
活動

避難

選択
t2

選択

状態xk+1

滞在
活動

xk

xk

xk

xk

災害時に真の期待価値関数EVを持つことは困難

尤度最大化によるパラメータの算出

subject to 𝑐 𝜃, 𝐸𝑉 = 0min
𝜃

−𝐿(𝜃)

(3)’𝑐 𝐸𝑉, 𝜃, 𝑥𝑡, 𝑑𝑡 = 𝐸𝑉 𝑥𝑡, 𝑑𝑡 − 

𝑗=0

𝐽

log  
∀𝑑′

exp(𝑣 𝑥𝑗
′, 𝑑′ + 𝛽𝐸𝑉 𝑥𝑗

′, 𝑑′ ) × 𝑝3(𝑥𝑗
′|𝑥𝑡 , 𝑑𝑡)

今期の期待価値関数 次期以降の推移より算出した今期の期待価値関数

問題２：将来効用の考え方将来効用に異質性を導入

異質性を導入した定式化

subject to 𝑐 𝜃, 𝐸𝑉’ ∈ Ωmin
𝜃

−𝐿(𝜃)



subject to 𝑐 𝜃, 𝐸𝑉 ∈ Ω

非線形不等式制約付き最適化問題

状態xk+1 xk+1 xk+1

MPEC型の解法の適用

39

パラメータEVを等式制約で評価 (連立方程式を解かない)

避難

t3
選択

t0

避難

選択
t1

避難

選択
t2

選択 滞在
活動

避難

パラメータθk

滞在
活動

滞在
活動

滞在
活動

Su & Judd(2012)subject to 𝑐 𝜃, 𝐸𝑉 = 0min
𝜃,𝐸𝑉

−𝐿(𝜃, 𝐸𝑉)

EV(xk,t1) EV(xk,t2)EV(xk,t0) ＝ ＝＝

非線形等式制約付き最適化問題

異質性評価が可能となる解法＆計算性の問題も改善



求解アルゴリズム
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ペナルティ関数を用いた求解

min
𝜃,𝐸𝑉

−𝐿 𝜃, 𝐸𝑉 + 

∀𝑖

𝑟|𝑐𝑖(𝜃, 𝐸𝑉)| − 𝑟Φ
（緩和領域の制約を満たさない場合）

⇔min
𝜃,𝐸𝑉

−𝐿 𝜃, 𝐸𝑉 subject to 𝑐𝑖 𝜃, 𝐸𝑉 = 0, ∀𝑖

逐次二次計画法(SQP)

Φ: 完全合理性の緩和領域

更新: (𝜃, 𝐸𝑉)𝑘+1= (𝜃, 𝐸𝑉)𝑘+𝛼𝑘𝑠𝑘

非線形制約付き最適化問題

：パラメータは離散状態数＋効用関数θ

：非線形制約数が離散状態(xj,dj)の数

k: 解の更新回数 𝑟: ペナルティパラメータ

Ωの設定



求解アルゴリズム(逐次二次計画法(SQP))

41

min
𝛾=(𝐸𝑉,𝜃)

𝐴(𝛾)(= −𝐿(𝐸𝑉, 𝜃)) , subject to 𝑐𝑖(𝛾) = 0, 𝑖 ∈ ∀(𝑥𝑘 , 𝑑)

最急降下方向sk の決定(部分問題)

min
𝛾=(𝐸𝑉,𝜃)

𝛻𝐴(𝛾𝑘)
𝑇𝑠𝑘 + 𝑠𝑘

𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘/2 , subject to 𝑐𝑖 𝛾𝑘 + 𝛻𝑐𝑖(𝛾𝑘)
𝑇𝑠𝑘 = 0

2乗のメリット関数を設定し，最急降下法で求解

Q 𝑠𝑘 = 𝛻𝐴(𝛾𝑘)
𝑇𝑠𝑘 +

𝑠𝑘
𝑇𝐵𝑘𝑠𝑘

2
+

𝑏1

2
 𝑖 𝑐𝑖 𝛾𝑘 + 𝛻𝑐𝑖(𝛾𝑘)

𝑇𝑠𝑘
2

値が動かない場合に増加: 𝑏1

収束判定: 𝑐𝑖 𝛾𝑘 + 𝛻𝑐𝑖 𝛾𝑘
𝑇𝑠𝑘 < 𝜖, ∀𝑖

最急降下方向sk

ペナルティ法による解γk の更新

ペナルティ関数: 𝐹𝑟 𝛾𝑘 = 𝐴 𝛾𝑘 + 𝑟𝑘  𝑖 |𝑐𝑖(𝛾𝑘)|

黄金分割法等の線形探索によりαk決定: 𝛾𝑘+1 = 𝛾𝑘 + 𝛼𝑘𝑠𝑘

収束しない場合の更新: 𝑟𝑘+1 = max
𝑖

𝑟𝑘 , 𝜈𝑖
𝑘 , 𝛻𝐴 𝛾𝑘 +  𝑖 𝜈𝑖

𝑘𝛻𝑐𝑖(𝛾𝑘) = 0

収束判定: 𝑐𝑖 𝛾𝑘 < 𝛿, ∀𝑖

A: 目的関数式(4) の置き換え
ci: 制約式(2)’の置き換え

k: 繰り返し計算の回数
B: Aのラグラジアンのヘッセ行列
λ, b1: ペナルティパラメータ

再計算
k+1回目

ν: Aのラグランジュ乗数
r: ペナルティパラメータ

(5)

(6)

(8)

(9)

(11)

(7)

(12)

s0をどう置くか

αkが微小だと局所収束

増加のバランスとkを何回繰り返すか
(εが大きくても探索は可能)

rkが大きすぎるとAを無視
小さすぎるとcが小さくならない
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局所収束回避の工夫 ３章

パラメータ数が多く，非線形制約を持つため，局所解が多い

局所解𝛾𝑘

𝑠𝑘

𝑠0

−𝛻𝐴

𝛼𝑠𝑘 − (1 − 𝛼)𝛻𝐴

(1 − 𝛼)𝑠𝑘 − 𝛼𝛻𝐴

降下方向ベクトル𝑠𝑘を工夫 ⇒ 複数のベクトルによる局所解からの離脱

ベクトル方向の移動距離

ペ
ナ

ル
テ

ィ
関

数
値

局所解

抜け出し 再探索
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局所収束回避の工夫(計算過程) ３章

対数尤度

完
全

合
理

解
か

ら
の

緩
和

度
(Σ

|c
i|)

Computer : Intel Core(TM) CPU i5-4200M @ 2.50GHz & RAM 8.00GB
Code: C言語 1回の計算時間: 5~60秒



おまけ１：
二段階計画問題

というか，ここからが長い？

44



二段階計画問題とは

45

上位問題

max
𝜇

𝑉(𝑥, 𝜇)

subject to G x, 𝜇 ≤ 0,𝐻 𝑥, 𝜇 = 0
μ: 上位側の制御変数

(計画者の政策変数)

x: 下位側の制御変数
(利用者の行動結果(効用最大化))

下位問題

max
𝑥

𝑓(𝑥, 𝜇)

subject to g x, 𝜇 ≤ 0, ℎ 𝑥, 𝜇 = 0

ある問題の最適化が別の問題の最適化の制約条件になっている問題

今泉, 羽藤(2013)



メタヒューリスティクス(制御変数が離散量)

46

：求められた解に精度の保証はないが、
経験的に近似解が求められるとわかっている手法



動学問題と最適化

2015/9/19(土)

浦田 淳司

夏合宿ゼミ # keynote 1

cyclist

pedestrian

cycle parking

bus & tram

cycle

pedestrian



イメージ：最適施設計画
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歩行者

歩行者

歩行者

バスベイ

自転車

自転車

駅

駐輪バス

バス

制御変数
：入口位置，リンク，施設位置
効用関数(状態変数)
：交通量，移動距離，交差部
制約条件
：リンク距離，施設数



おまけ２：
内点法関連

49

参考：東工大水野研究室テキスト



内点法
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・最適化問題において，制約条件に含まれる全ての不等式を等号ではなく厳密に

不等号で満たす点を(解析的な) 内点と呼ぶ
・一つの内点の近傍で，不等式制約を考慮せず，等式制約条件のみの下で目的関数を

減少させる方向を求め，あるステップサイズだけ進み，内点を更新する
・内点法は，初期内点からこれを繰り返すことにより，内点列を生成
※線形計画問題では，最適解は，内点ではなく，いくつかの不等式を等号でみたす

境界点である．そこで，内点法は最適解以外の境界に近づかないようにしながら，
最適解に近づく点列を生成する

（イメージ）

中田和秀：対称錐計画問題に対する主双対内点法

（利点）

・様々な最適化問題に適用可能
・理論的に収束が保証．計算量

が前もって評価可能
・大規模な問題を高速に求解で

きる



主双対内点法
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線形計画問題（主問題） （双対問題）

（主双対問題）

X：xの対角成分

主双対問題の条件を全て満たす集合が実行可能解(実行可能内点)

𝐹𝑃𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝐴𝑥 = 𝑏, 𝐴𝑇𝑦 + 𝑧 = 𝑐, 𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0}

次の二つの仮定が成り立つとき，主双対問題は最適解を持つ

仮定1：行列A(m×n)のランクがmである

𝐴𝑥 = 𝑏
𝐴𝑇𝑦 + 𝑧 = 𝑐

Xz=0
𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0

仮定2：主双対問題に実行可能内点が存在し，そのうち一つが既知である

(1)



主双対内点法

52

k番目の実行可能内点(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑧𝑘)が求められているとき，
探索方向(∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧)とステップサイズαを用いて，次の点を次で定める

(𝑥𝑘+1, 𝑦𝑘+1, 𝑧𝑘+1)が実行可能内点となる必要十分条件は，

A∆𝑥 = 0, 𝐴𝑇∆𝑦 + ∆𝑧 = 0, 𝑥𝑘+1 > 0, 𝑧𝑘+1 > 0を満たすことである



主双対内点法(アフィンスケーリング法)
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としたとき，(1)の最適解は h(x,y,z)=0 の解．
この近似解を求めるためにニュートン法を用い，計算方向を探索方向とする

点u’におけるニュートン方向Δuは，線型方程式系∇f(u’)Δu=-f(u’)の解．
これを用いて， (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 , 𝑧𝑘)のニュートン方向(∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧)は，次の解となる．

⇔

⇔



二次錐計画問題

54

中田和秀：対称錐計画問題に対する主双対内点法

（対称錐計画問題）

福田・福島(2014)



二次錐計画問題
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二次錐

（対称錐計画問題）

min 𝑐𝑇𝑥

𝐴𝑥 = 𝑏
𝑥 ∈ 𝐾𝑛

subject to

𝐾𝑛 = 𝑥0; 𝑧 ∈ 𝑅 × 𝑅𝑛−1:  

𝑖=1

𝑛−1

𝑧𝑖
2 ≤ 𝑥0



応用例：ロバスト最適化

56

楕円形の不確実性をもつロバスト最適化問題を二次錐計画問題として定式化可能

min 𝑡

𝑐𝑇𝑥 ≤ 𝑡
𝐴𝑥 − 𝑏 ≤ 0
(𝑐, 𝐴, 𝑏) ∈ 𝑈

subject to

←c,A,bに楕円形の不確実性 がある

𝑐 ∈ {𝑐∗ + 𝐶𝑢: 𝐶 ≽ 𝑂, ||𝑢|| ≤ 1}

𝑎𝑗
𝑏𝑗

∈
𝑎𝑗
∗

𝑏𝑗
∗ + 𝐴𝑗

𝑢
𝑣

: 𝐴𝑗 ≽ 𝑂,
𝑢
𝑣

≤ 1

𝑐𝑇𝑥 − 𝑡 ≤ 0, 𝑐 ∈ {𝑐∗ + 𝐶𝑢: 𝐶 ≽ 𝑂, ||𝑢|| ≤ 1}

⇒ 𝑐∗ 𝑇𝑥 + max
𝑢 ≤1

𝑢𝑇𝐶𝑥 − 𝑡 ≤ 0

⇒ 𝑐∗ 𝑇𝑥 + 𝐶𝑥 − 𝑡 ≤ 0

𝐶𝑥 ≤ 𝑡 − 𝑐∗ 𝑇𝑥 ←二次錐制約

楕円形の不確実性を展開

𝐴𝑗
𝑇 𝑥

−1
≤ 𝑏𝑗

∗ − 𝑎𝑗
∗ 𝑇

𝑥

A,bも次となる
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1. はじめに
2. 動学的最適化（動学問題の最適化の定式化と解法）

2.1 変分法
2.2 最大値原理
2.3 動的計画法 (動的離散選択モデル)

3. 動的離散選択モデルにおけるパラメータ推定
3.1 NFXP 
3.2 NPL (擬似最尤推定)
3.3 MPEC型

4. おまけ
4.1 二段階計画問題
4.2 内点法と二次錐計画問題

2.1 変分法，2.2 最大値原理，4.1 二段階計画問題

⇒（解法を理解した上で）いかに解ける問題を設定するかが重要

2.3 動的計画法，3 動的離散選択のパラメータ推定

⇒（定式化後も）制約のある最適化の求解アルゴリズムの問題
⇒（式は理解しても）計算プログラムを行列で書くと問題発生
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参考図書・推薦図書
2. 動学的最適化（動学問題の最適化の定式化と解法）

2.1 変分法,    2.2 最大値原理

A. C. チャン(訳小田正雄, 仙波憲一, 高森寛, 平澤典男): 動学的最適化の基礎, シー
エーピ―出版, 2006.
2.3 動的計画法 (動的離散選択モデル)

3. 動的離散選択モデルにおけるパラメータ推定

3.1 NFXP 

Rust, J., Optimal Replacement of GMC Bus Engines: An Empirical Model of Harold 
Zurcher, Econometrica, Vol.55, pp.999-1033, 1987.

3.2 NPL (擬似最尤推定)

Aguirregabiria, V., Mira, P.: Swapping the nested xed point algorithm: A class of 
estimators for discrete Markov decision models, Econometrica, Vol. 70(4), pp. 
1519-1543, 2002.

3.3 MPEC型

Su, C.J., Judd, K.L.: Constrained optimization approaches to estimation of 
structural models, Econometrica, Vol. 80, pp. 2213-2230, 2012.
===寒野善博, 土谷隆: 基礎系数学最適化と変分法(東京大学工学教程), 丸善出版, 
2014.
久保幹雄，J.P. ペドロソ: メタヒューリスティクスの数理, 共立出版, 2009.
Nocedal, J., Wright, S.J.: Numerical Optimization, Springer, 2006.
杉原正顕,, 室田一雄: 数値計算法の数理, 岩波書店, 2003. 
小島政和 ・土谷隆 ・水野眞治 ・矢部博: 内点法, 朝倉書店, 2001.
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ご清聴ありがとうございました．


